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Âñòóïíi çàóâàãè

Ïîõîäæåííÿ Maxima

ÏðîåêòMaxima ¹ íàùàäêîì DOEMacsyma, ùî áóâ çàñíîâàíèé Åíåðãåòè÷íèì Óïðàâ-
ëiííÿì ÑØÀ (Departament of Energy, DOE) íàïðèêiíöi 1960 ðîêó â MIT (Ìàññà÷óñåòñüêèé
òåõíîëîãi÷íèé iíñòèòóò). Macsyma ïåðøà ñòâîðèëà ñèñòåìó êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè, âîíà
ïðîêëàëà øëÿõ äëÿ òàêèõ ïðîãðàì ÿê Maple i Mathematica. Çâè÷àéíî, ñïî÷àòêó Macsyma
áóëà çàêðèòèì êîìåðöiéíèì ïðîåêòîì. Äîñòóïíiñòü ïðîåêòó OpenSource-ñïiëüíîòi ñòà-
ëà ìîæëèâîþ çàâäÿêè ïðîôåñîðó Òåõàñüêîãî Óíiâåðñèòåòó Âiëüÿìó Øåëòåðó (William
Schelter), ÿêèé ó 1998 ðîöi äîìiãñÿ âiä DOE îòðèìàííÿ êîäó Macsyma òà éîãî ïóáëiêàöi¨
ïiä ëiöåíçi¹þ GPL ïiä íàçâîþ Maxima. Âií æå äîâãèé ÷àñ ðîçðîáëÿâ ÿê ñàìó Maxima, i
îäèí iç äiàëåêòiâ ìîâè Lisp � GCL (GNU Common Lisp) � íà ÿêîìó ðîçðîáëÿëàñÿ Maxima

ïiñëÿ ¨¨ ¾çâiëüíåííÿ¿. Çàðàç íàä ïðîåêòîì ïðàöþ¹ âåëèêà êiëüêiñòü ìàòåìàòèêiâ i ïðîãðà-
ìiñòiâ íà ÷îëi ç Äæåéìñîì Åìóíäñîíîì (James Amundson). Íà ñüîãîäíiøíié äåíü ïàêåò
äîñèòü àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ i áàãàòî â ÷îìó íå ïîñòóïà¹òüñÿ òàêèì ðîçâèíåíèì ñèñòåìàì
êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè, ÿê Maple ÷è Mathematica.

Ñòðóêòóðà Maxima

Ïàêåò Maxima ñêëàäà¹òüñÿ ç iíòåðïðåòàòîðà ìàêðîìîâè, íàïèñàíîãî íà Lisp, i êiëü-
êîõ ïîêîëiíü ïàêåòiâ ðîçøèðåíü, íàïèñàíèõ íà ìàêðîìîâi ïàêåòà àáî áåçïîñåðåäíüî íà
Lisp. Maxima äîçâîëÿ¹ âèðiøóâàòè äîñèòü øèðîêå êîëî çàâäàíü, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ði-
çíèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè.

Îáëàñòi ìàòåìàòèêè, ùî ïiäòðèìóþòüñÿ â Maxima:

� îïåðàöi¨ ç ïîëiíîìàìè (ìàíiïóëÿöiÿ ðàöiîíàëüíèìè òà ñòåïåíåâèìè âèðàçàìè, çíàõî-
äæåííÿ êîðåíiâ òîùî);

� îá÷èñëåííÿ ç åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè, ó òîìó ÷èñëi ç ëîãàðèôìàìè, åêñïîíåíòíè-
ìè ôóíêöiÿìè, òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöiÿìè;

� îá÷èñëåííÿ çi ñïåöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, çîêðåìà åëiïòè÷íèìè, ãàììà-, äçåòà-
ôóíêöiÿìè òà iíòåãðàëàìè;

� îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü òà ïîõiäíèõ;

� àíàëiòè÷íå îá÷èñëåííÿ âèçíà÷åíèõ òà íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ;

� âèðiøåííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü;

� ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü àëãåáðè òà ¨õ ñèñòåì;

� îïåðàöi¨ çi ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè òà ðÿäàìè Ôóð'¹;
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� îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè òà ñïèñêàìè, âåëèêà áiáëiîòåêà ôóíêöié äëÿ âèðiøåííÿ çàâäàíü
ëiíiéíî¨ àëãåáðè;

� îïåðàöi¨ ç òåíçîðàìè;

� òåîðiÿ ÷èñåë, òåîðiÿ ãðóï, àáñòðàêòíà àëãåáðà.

Äîñëiäíèêàìè ðîçðîáëåíèé ðÿä äîäàòêîâèõ ïàêåòiâ äëÿ Maxima, ÿêi ìîæíà çà-
âàíòàæóâàòè ïåðåä âèêîðèñòàííÿì, òà ÿêi iñòîòíî ðîçøèðþþòü ¨¨ ìîæëèâîñòi i êîëî
ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàâäàíü.

Îñíîâíèìè ïåðåâàãàìè ïðîãðàìè Maxima ¹:

� ìîæëèâiñòü âiëüíîãî âèêîðèñòàííÿ (Maxima âiäíîñèòüñÿ äî êëàñó âiëüíèõ ïðîãðàì
òà ïîøèðþ¹òüñÿ íà îñíîâi ëiöåíçi¨ GNU);

� ìîæëèâiñòü ôóíêöiîíóâàííÿ ïiä óïðàâëiííÿì ðiçíèõ ÎÑ (çîêðåìà Linux òà Windows);

� íåâåëèêèé ðîçìið ïðîãðàìè;

� øèðîêèé êëàñ ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàâäàíü;

� ìîæëèâiñòü ðîáîòè ÿê ó êîíñîëüíié âåðñi¨ ïðîãðàìè, òàê i ç âèêîðèñòàííÿì îäíîãî iç
ãðàôi÷íèõ iíòåðôåéñiâ (XMaxima, wxMaxima àáî ÿê ïëàãií (plug-in) äî ðåäàêòîðà
TexMacs);

� ðîçøèðåííÿ wxMaxima (ùî âõîäèòü äî êîìïëåêòó ïîñòàâêè) íàäà¹ êîðèñòóâà÷åâi
çðó÷íèé i çðîçóìiëèé iíòåðôåéñ, ïîçáàâëÿ¹ íåîáõiäíîñòi âèâ÷àòè îñîáëèâîñòi ââåäå-
ííÿ êîìàíä äëÿ âèðiøåííÿ òèïîâèõ çàâäàíü;

� iíòåðôåéñ ïðîãðàìè óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ;

� íàÿâíiñòü äîâiäêè òà iíñòðóêöié ùîäî ðîáîòè ç ïðîãðàìîþ.
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Ðîçäië 1

Îñíîâè ðîáîòè ç Maxima

1.1 Iíòåðôåéñ wxMaxima

Ïiñëÿ çàïóñêó wxMaxima ìà¹ìî âiêíî ââåäåííÿ êîìàíä ç ïàíåëÿìè øâèäêîãî äîñòó-
ïó äî íàéáiëüø âæèâàíèõ îïåðàöié Maxima.

Ðèñ. 1.1: Iíòåðôåéñ wxMaxima

Çäiéñíèìî íàéïðîñòiøó îïåðàöiþ � ïåðåìíîæèìî äâà ÷èñëà: ââîäèìî êîìàíäó ç êëà-
âiàòóðè 111*123 òà íàòèñíåìî íà Shift+Enter.

(%i1) 111*123;

(%o1) 13653

Òàêèì ÷èíîì, ó äîêóìåíòi áóëè ñôîðìîâàíi äâi ëiíi¨: (%i1) � âõiäíà êîìàíäà òà (%o1) �
âiäïîâiäíèé ¨é âèõiäíèé ðåçóëüòàò. Êîæíà ëiíiÿ ìà¹ âëàñíó íàçâó, ïîìiùåíó â äóæêè. Öå
äóæå çðó÷íî, îñêiëüêè çàìiñòü ïîâòîðíîãî ââåäåííÿ äîâãî¨ êîìàíäè ìîæíà ïðîñòî âêàçàòè
äóæêó (%oN).
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Ñèñòåìà wxMaxima ïåðåäáà÷à¹ ìîæëèâiñòü ââåäåííÿ äåêiëüêîõ êîìàíä îäðàçó â
îäíîìó ðÿäêó. Äëÿ öüîãî òðåáà ââåñòè êîìàíäè, ðîçäiëåíi ñèìâîëàìè ¾;¿. Ó öüîìó âè-
ïàäêó ôîðìó¹òüñÿ îäíà ëiíiÿ ââåäåííÿ òà êiëüêà ëiíié âèâåäåííÿ:

(%i4) a:10; b:5; a*b;

(%o2) 10

(%o3) 5

(%o4) 50

Çàïóñê êîìàíäè íà âèêîíàííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì çäiéñíþ¹òüñÿ êîìáiíàöi¹þ
Shift+Enter, òîäi ÿê ïðîñòî Enter ïåðåíîñèòü êóðñîð íà iíøèé ðÿäîê. Öå íåîáõiäíî äëÿ
ôîðìàòóâàííÿ òåêñòó òà ðîçáèâêè äîâãèõ êîìàíä íà ìåíøi, áiëüø çðó÷íi äëÿ ÷èòàííÿ òà
âïîðÿäêóâàííÿ. Âòiì, îïòèìàëüíèì âèäà¹òüñÿ çàïóñêàòè âèêîíàííÿì íàòèñêîì Enter, òî-
ìó ïðè ïåðøîìó çàïóñêó ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïîñòàâèòè â Íàëàøòóâàííÿõ ãàëî÷êó íà ïóíêòi
¾Enter äëÿ îá÷èñëåííÿ â êîìiðêàõ¿, òîäi öi äâi îïöi¨ ïîìiíÿþòüñÿ ìiñöÿìè. Íàäàëi áóäåìî
ââàæàòè, ùî òàêèé âèáið çðîáëåíî.

Áóäü-ÿêà êîìàíäà â Maxima ïîâèííà çàêií÷óâàòèñü çíàêîì ¾;¿. Ïàêåò wxMaxima

àâòîìàòè÷íî äîäà¹ éîãî â êiíöi ïðè íàòèñíåííi Enter, àëå â iíøèõ iíòåðôåéñàõ (êîíñîëü-
íèé ÷è XMaxima) íåîáõiäíî çàïèñóâàòè éîãî ÿâíî. Ùîá âêàçàòè íà êiíåöü êîìàíäíîãî
ðÿäêà, ìîæíà çàìiñòü êðàïêè ç êîìîþ âèêîðèñòîâóâàòè çíàê $. Öå çðó÷íî, ÿêùî âèâåäå-
ííÿ ïðîìiæíèõ ðîçðàõóíêiâ íà åêðàí íå ïîòðiáíi, òîäi ¨õ ìîæíà ïðèõîâàòè. Ïðèõîâàíèé
ðåçóëüòàò âñå îäíî áóäå îá÷èñëåíèé. Íàïðèêëàä,

(%i5) R:10$ L:5$ S=%pi*R*(R+L),numer;

(%o5) S = 471.2388980384689

ßê áà÷èìî, äëÿ âèâåäåííÿ ÷èñëîâîãî çíà÷åííÿ âåëè÷èíè S áóëà äîäàíà êîìàíäà
numer. Ñïðàâà â òîìó, ùî Maxima çàâæäè íàìàãà¹òüñÿ çàëèøàòèñü ó òî÷íèõ ìàòåìàòè-
÷íèõ ðàìêàõ, äå iððàöiîíàëüíi ÷èñëà (π, e,

√
2,...) çàëèøàþòüñÿ íåîá÷èñëåíèìè. Áåç öüîãî

óòî÷íåííÿ âèâiä äàâ áè âèðàç S = 150π. Ñõîæó ôóíêöiþ ìà¹ êîìàíäà float, à êîìàíäà
bfloat âèäà¹ ðåçóëüòàò ó íîðìàëüíié ôîðìi ÷èñëà, òîáòî ïiñëÿ ïåðøî¨ çíà÷óùî¨ öèôðè
éäå êîìà ç äåñÿòêîâèìè çíà÷åííÿìè, â êiíöi bN , ùî îçíà÷à¹ ·10N .

Çà çàìîâ÷óâàííÿì wxMaxima âiäîáðàæà¹ 16 öèôð ïiñëÿ êîìè. Öå çíà÷åííÿ ìîæíà
çìiíèòè äâîìà ñïîñîáàìè: çàäàâøè êîìàíäó fpprec:N, äå N � áàæàíà êiëüêiñòü öèôð, àáî
âèêîðèñòàâøè ìåíþ ¾Îá÷èñëåííÿ � Âñòàíîâèòè ïiäâèùåíó òî÷íiñòü îá÷èñëåíü¿.

(%i6) bfloat(150*%pi);

(%o6) 4.71238898038469b2

Íàçâè ôóíêöié òà çìiííèõ ó ñèñòåìiMaxima ÷óòëèâi äî ðå¹ñòðó, òîáòî âåëèêi òà ìàëi
ëiòåðè âiäðiçíÿþòüñÿ.

(%i7) sin(%pi/2);

(%o7) 1

(%i8) Sin(%pi/2);

(%o8) Sin
(π
2

)
Çíà÷åííÿ iìåí çìiííèõ çáåðiãàþòüñÿ ïðîòÿãîì âñi¹¨ ðîáîòè ç äîêóìåíòîì. ßêùî íå-

îáõiäíî çíÿòè îçíà÷åííÿ ç ÿêî¨ñü çìiííî¨ var, öå ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
kill(var), ïðè÷îìó öå ìîæå áóòè ÿê iì'ÿ çìiííî¨, òàê i êîìiðêà ââåäåííÿ ÷è âèâåäåííÿ.
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Òàêîæ ìîæíà î÷èñòèòè âñþ ïàì'ÿòü ñåàíñó i çâiëüíèòè âñi iìåíà, âèêîðèñòàâøè êîìàíäó
kill(all), àáî âèáðàòè ïóíêò ìåíþ ¾Maxima � Ñïîðîæíèòè ïàì'ÿòü¿. Òîäi íóìåðàöiÿ
êîìiðîê çíîâó ïî÷íåòüñÿ ç îäèíèöi.

ßêùî íàâåñòè êóðñîð ìèøi íà âåðõíié ëiâèé êóò êâàäðàòíî¨ äóæêè òà êëàöíóòè
ëiâîþ êíîïêîþ, òî öÿ ÷àñòèíà äîêóìåíòó çãîðíåòüñÿ, ïîâòîðíå êëàöàííÿ ìèøi ïîâåðíå
êëiòèíêó äî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. Ïðè ïîòðåái âñòàâèòè äîäàòêîâó êîìiðêó ìiæ äâîìà, íå-
îáõiäíî êëiêíóòè ìèøåþ íà ïðîìiæêó ìiæ êëiòèíàìè, ùîá ç'ÿâèëàñü ãîðèçîíòàëüíà ëiíiÿ;
ïiñëÿ öüîãî ìîæíà ââîäèòè íîâó êîìàíäó. Ùîá âèäàëèòè êîìiðêó, íåîáõiäíî âèäiëèòè ¨¨
çëiâà ìèøêîþ, òà íàòèñíóòè Del. Íàäçâè÷àéíî çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì ¹ êîíòåêñòíå ìåíþ
âèäiëåíî¨ êîìiðêè, ïðè íàòèñíåííi ïðàâî¨ êíîïêè ìèøi: ìîæíà ñêîïiþâàòè öþ êîìiðêó ÿê
êîìàíäó Maxima, ÿê êîä LaTex àáî ÿê ìàëþíîê. wxMaxima ìà¹ i ïåâíi ìîæëèâîñòi äëÿ
ôîðìàòóâàííÿ çâè÷àéíîãî òåêñòó. Ïðè íàáîði ìîæíà êîðèñòàòèñü ñòèëÿìè, çàãîëîâêàìè
ðiçíèõ ðiâíiâ, ìîæíà òàêîæ âñòàâëÿòè ìàëþíêè ïðîñòî ó òiëî äîêóìåíòó.

Îñîáëèâiñòþ ãðàôi÷íîãî iíòåðôåéñó ñèñòåìè wxMaxima ¹ òå, ùî êîëè â ðîáî÷îìó
âiêíi âiäêðèâà¹òüñÿ ðàíiøå çáåðåæåíèé äîêóìåíò, áóäóòü âiäîáðàæàþòüñÿ ëèøå êîìàíäè
ââåäåííÿ, òîäi ÿê êëiòèíè ç ðåçóëüòàòàìè íå âiäîáðàæàòèìóòüñÿ. Äëÿ ¨õ âèêîíàííÿ ïîòði-
áíî íàòèñíóòè ïóíêò ìåíþ ¾Êîìiðêà � Îá÷èñëèòè âñi êîìiðêè¿.

1.2 Äîâiäêà

Ïðè ðîáîòi ç âèðàçàìè áóâà¹ íåîáõiäíèì äiçíàòèñü ñèíòàêñèñ êîìàíäè àáî ïðèãàäàòè
íàïèñàííÿ äîäàòêîâèõ îïöié ïðè ââåäåííi êîìàíä. Äëÿ öüîãî iñíó¹ îáøèðíà äîâiäêîâà
ñèñòåìà, ÿêà âèêëèêà¹òüñÿ â ìåíþ ¾Äîâiäêà � Äîâiäêà ç Maxima¿. Öÿ äiÿ âèâîäèòü íà
åêðàí äîêóìåíò ç ðîçáèòèìè íà ðîçäiëè ìîæëèâîñòÿìè Maxima òà ïîâíèì ñïèñêîì âñiõ
êîìàíä Maxima ç ¨õ ïðèêëàäàìè.

Îäíàê çðó÷íèì ¹ òàêîæ âèêîðèñòàííÿ äîâiäêè ó ñàìié ñèñòåìi wxMaxima , ùî çäié-
ñíþ¹òüñÿ äâîìà îñíîâíèìè ñïîñîáàìè: êîìàíäàìè example òà ??. Ïåðøà êîìàíäà äà¹ ïðè-
êëàä ñèíòàêñèñó êîìàíäè ç ðåçóëüòàòàìè âèêîíàííÿ:

(%i8) example(ratsimp);

(%i9) b ∗ (a/b− x) + b ∗ x + a

(%o9) b · x+ b ·
(a
b
− x
)
+ a

(%i10) ratsimp(%)

(%o10) 2 · a

Äðóãà êîìàíäà äóáëþ¹ âiäïîâiäíó iíôîðìàöiþ ç Äîâiäêè:

(%i11) ?? ratsimp;

0: fullratsimp (Functions and Variables for Polynomials)

1: ratsimp (Functions and Variables for Polynomials)

2: ratsimp <1> (Functions and Variables for Polynomials)

3: ratsimpexpons (Functions and Variables for Polynomials)};

Enter space-separated numbers, 'all' or 'none': 1

1.3 Áàçîâi îïåðàöi¨, êîíñòàíòè, ôóíêöi¨

Maxima ïðàöþ¹ ç òàê çâàíèìè àòîìàìè � öå ÷èñëî, ñèìâîë àáî ñïèñîê (ìíîæèíà
÷èñåë ÷è ñèìâîëiâ). Îñíîâíèìè â ðîáîòi ç ñèìâîëüíèìè âèðàçàìè ¹ äâà îïåðàòîðè: ïðè-
ñâî¹ííÿ ¾:¿ òà ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ¾:=¿.
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Îïåðàòîð ïðèñâî¹ííÿ ¹ îïåðàöi¹þ çàìiíè îäíîãî òèïó àòîìó íà iíøèé, íàïðèêëàä
ñèìâîë íà ÷èñëî, àáî ìàñèâ ÷èñåë.

(%i2) a:2; b:[3,4,5];

(%o1) 2

(%o2) [3, 4, 5]

(%i3) b^a*c;

(%o3) [9c, 16c, 25c]

(%i4) [d,e,f]:[-1,-2,-3];

(%o4) [−1,−2,−3]

(%i5) e;

(%o5) − 2

Ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü âêàçó¹ ÿâíî íà íåçàëåæíi çìiííi ôóíêöi¨, ïî ÿêèõ ¨¨ ìîæíà
äèôåðåíöiþâàòè, iíòåãðóâàòè, ïiäñòàâëÿòè êîíêðåòíi çíà÷åííÿ çìiííèõ òà ií.

(%i6) g(x,y):=x^2*sin(y);

(%o6) g (x, y) := x2 · sin (y)

(%i7) diff(g(x,y),x);

(%o7) 2 · x · sin (y)

(%i8) g(2,3*%pi/2);

(%o8) − 4

Ìàòåìàòè÷íi îïåðàöi¨ ¹ öiëêîì çâè÷íèìè: äîäàâàííÿ (+), âiäíiìàííÿ (�), ìíîæåííÿ
(*), äiëåííÿ (/), ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ (�), ôàêòîðiàë (!).

Âáóäîâàíi êîíñòàíòè: %e � ÷èñëî e; %pi � ÷èñëî π; %i � óÿâíà îäèíèöÿ
√
−1; %phi �

çîëîòå âiäíîøåííÿ (1 +
√
5)/2; inf � äîäàòíÿ äiéñíà íåñêií÷åííiñòü +∞; minf � âiä'¹ìíà

äiéñíà íåñêií÷åííiñòü −∞; infinity � êîìïëåêñíà íåñêií÷åííiñòü.
Çàðåçåðâîâàíi ñëîâà (¨õ íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê íàçâè ôóíêöié ÷è âèðà-

çiâ): af; else; ic2; plog; and; elseif; if; psi; av; erf; ift; product; args;

ev; ilt; put; array; exp; in; rat; at; inf; rk; fix; integrate; step; for; is;

sum; col; from; li; then; limit; thru; min; del; get; next; unless; diag; go;

not; diff; while; do; ic1; or; zeta.
Êîìàíäè âáóäîâàíèõ ôóíêöié:

sin(x) sinx sinh(x) sh x
cos(x) cosx cosh(x) ch x
tan(x) tg x tanh(x) th x
cot(x) ctg x coth(x) cth x
asin(x) arcsinx log(x) lnx
acos(x) arccosx sqrt(x)

√
x

atan(x) arctg x abs(x) |x|
acot(x) arcctg x exp(x) ex
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Ðîçäië 2

Ïîëiíîìè, âèðàçè, ðiâíÿííÿ

Maxima ìà¹ øèðîêèé âèáið iíñòðóìåíòiâ äëÿ ðîáîòè ç âèðàçàìè, çîêðåìà ñïðîùåííÿ
òà iíøi ïåðåòâîðåííÿ: àâòîìàòè÷íå ðîçêðèòòÿ äóæîê òà âèíåñåííÿ çà äóæêè; àðèôìåòè÷íi
äi¨ íàä åëåìåíòàìè ïîëiíîìiâ, à òàêîæ íàä âèðàçàìè iç âìiñòîì ñòåïåíåâèõ, ïîêàçíèêîâèõ
òà ëîãàðèôìi÷íèõ ôóíêöié; îáðîáêà òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçiâ òîùî. Âñi öi äi¨ ïîêëèêàíi
ïîëåãøóâàòè ÷èòàíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ôîðìóë i ïiäâèùóâàòè ïðîñòîòó ¨õ ñïðèéíÿòòÿ, ïðè
ïðàâèëüíîìó âèêîðèñòàííÿ äàíèõ ìàíiïóëÿöié âîíè äîçâîëÿòü çàîùàäèòè â ïðîöåñi ðîáîòè
çíà÷íó êiëüêiñòü ÷àñó.

2.1 Ïåðåòâîðåííÿ ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ

Ìàòåìàòèêè ðàöiîíàëüíèì íàçèâàþòü âèðàç, ùî ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç àðèôìåòè÷íèõ
îïåðàòîðiâ òà ïiäíåñåííÿ äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ; ïðèðîäíî, åëåìåíòè òàêèõ âèðàçiâ ìî-
æóòü ìiñòèòè i íåàðèôìåòè÷íi òà íåñòåïåíåâi ôóíêöi¨, òîäi òàêi åëåìåíòè ç òî÷êè çîðó
ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ ââàæàþòüñÿ àòîìàðíèìè, òîáòî íåïîäiëüíèì i íåïåðåòâîðþâàíèìè.

Íåõàé ìà¹ìî ïîëiíîìiàëüíèé âèðàç P (x) = a + bx + cx2 + dx3. Maxima äîçâîëÿ¹
ïðàöþâàòè ç êîæíèì åëåìåíòîì öüîãî âèðàçó îêðåìî.

(%i1) P:a+b*x+c*x^2+d*x^3;

(%o1) d · x3 + c · x2 + b · x+ a

first(P)� ïîâåðòà¹ ïåðøèé åëåìåíò P.

(%i2) first(P);

(%o2) d · x3

last(P) � ïîâåðòà¹ îñòàííié åëåìåíò P.

(%i3) last(P);

(%o3) a

rest(P) � ïîâåðòà¹ P ç âèëó÷åíèì ïåðøèì åëåìåíòîì.

(%i4) rest(P);

(%o4) c · x2 + b · x+ a

part(P,3) � âèäiëÿ¹ òðåòþ ÷àñòèíó âèðàçó P.

(%i5) part(P,3);

(%o5) b · x
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Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó, ùî Maxima íóìåðó¹ ÷àñòèíè âèðàçiâ ñàìå ó âèâåäåíîìó áëîöi
(%o1), à íå ââåäåíîìó (%i1), ïîòðiáíî óâàæíî ïðîñòåæèòè çà öèì ùîá íå áóëî ïîìèëîê.

ev(expr,arg1,arg2,...) � îñíîâíà ôóíêöiÿ, ùî îáðîáëÿ¹ âèðàçè. Âîíà îá÷èñëþ¹
âèðàç expr â îòî÷åííi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ àðãóìåíòàìè argN. Öå ìîæóòü áóòè êëþ÷i, áó-
ëåâi âèðàçè, ïðèñâî¹ííÿ, ðiâíÿííÿ, ôóíêöi¨. Íà ôóíêöiþ expr çà çàìîâ÷óâàíÿì äi¹ ñïðî-
ùåííÿ âèðàçiâ. Àðãóìåíòàìè argN ìîæóòü áóòè i âáóäîâàíi êîìàíäè: expand, factor,

trigexpand, trigreduce, diff.

(%i1) ev((a+b)^2,a=2*x,b=[1,2,3]);

(%o1) [(2 · x+ 1)2, (2 · x+ 2)2, (2 · x+ 3)2]

(%i2) ev((a+b)^2,expand);

(%o2) b2 + 2 · a · b+ a2

factor(expr) � ðîçáèâà¹ âèðàç íà ìíîæíèêè, âèêîíóþ÷è îäíî÷àñíî äi¨ ñïðîùåííÿ,
òîáòî çâåäåííÿ ïîäiáíèõ ìíîæíèêiâ ÷è ÷ëåíiâ ñóìè, ñêîðî÷åííÿ, ðîçêëàäàííÿ i ïîíèæåííÿ
ñòåïåíÿ.

(%i3) factor(2^63+1);

(%o3) 33 · 19 · 43 · 5419 · 77158673929

(%i4) factor(1+exp(3*x));

(%o4) (ex + 1) ·
(
e2·x − ex + 1

)
(%i5) factor((x^2-2*x*y+y^2)/(x^2-y^2));

(%o5) − y − x

y + x

gfactor(expr) � ôóíêöiÿ, àíàëîãi÷íà äî factor, ëèøå íà ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

(%i6) gfactor(x^4-y^4);

(%o6) − (y − x) · (y + x) · (y − i · x) · (y + i · x)

factorsum(expr) � ôàêòîðèçó¹ îêðåìi äîäàíêè ó âèðàçi (à gfactorsum � íà ïîëi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë).

(%i7) factorsum(a*x*z^2+a*z^2+2*a*w*x*z+2*a*w*z+

a*w^2*x+v^2*x+2*u*v*x+u^2*x+a*w^2+v^2+2*u*v+u^2);

(%o7) (x+ 1) ·
(
a · (z + w)2 + (v + u)2

)
(%i8) gfactorsum(a^3+3*a^2*b+3*a*b^2+b^3+x^2+2*%i*x*y-y^2);

(%o8) (b+ a)3 − (y − i · x)2

expand(expr) � ôóíêöiÿ, ïðîòèëåæíà äî factor, âîíà ðîçêðèâà¹ äóæêè, ïåðåìíîæó-
þ÷è òà ïiäíîñÿ÷è äî ñòåïåíÿ.

(%i9) expand((a-b)^4);

(%o9) b4 − 4 · a · b3 + 6 · a2 · b2 − 4 · a3 · b+ a4

(%i10) (sqrt(2)+1)^5;

(%o10)
(√

2 + 1
)5
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(%i11) expand(%o10);

(%o11) 29 ·
√
2 + 41

(%i12) (%o10),numer;

(%o12) 82.01219330881976

expandwrt(expr,x,y,...) � ðîçêðèâà¹ äóæêè íå ñêðiçü, à ëèøå âiäíîñíî òèõ ñèìâî-
ëiâ, ÿêi çàäàíi â ñïèñêó àðãóìåíòiâ.

combine(expr) � îá'¹äíó¹ äîäàíêè ç îäíàêîâèìè çíàìåííèêàìè.

(%i13) combine(a/(1+a^2)+b/(1+a^2)+b/(1+a));

(%o13)
b+ a

a2 + 1
+

b

a+ 1

xthru(expr) � ïðèâîäèòü âèðàç äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà, íå ðîçêðèâàþ÷è äóæîê i
íå íàìàãàþ÷èñü ôàêòîðèçóâàòè äîäàíêè.

(%i14) xthru( 1/(a+b)^9+1/(a+b)^11);

(%o14)
(b+ a)2 + 1

(b+ a)11

multthru(mult,expr) � äîìíîæó¹ êîæåí äîäàíîê â ñóìi expr íà ìíîæíèê mult, ïðè-
÷îìó ïðè ìíîæåííi äóæêè íå ðîçêðèâàþòüñÿ.

(%i15) multthru ((a-b)^3,1/(a-b)^2+b/(a-b)+1);

(%o15) (a− b)2 · b− b+ (a− b)3 + a

divide(expr1,expr2) � îá÷èñëþ¹ ÷àñòêó i îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíó expr1 íà
ìíîãî÷ëåí expr2.

(%i16) divide(a^3-3,a-1);

(%o16) [a2 + a+ 1,−2]

Îñòàííié âèðàç îçíà÷à¹, ùî

a3 − 3

a− 1
= a2 + a+ 1− 2

a− 1
.

gcd(expr1,expr2,...) � çíàõîäèòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé çíàìåííèê âèðàçiâ.

(%i17) gcd(a/(a+b),b/(a+b)^2);

(%o17)
1

b2 + 2 · a · b+ a2

num(expr) òà denom(expr) � âèäà¹ ÷èñåëüíèê òà çíàìåííèê âèðàçó expr.

(%i18) G:(a-b)/(a^2+b^2);

(%o18)
a− b

b2 + a2

(%i19) num(G);

(%o19) a− b

(%i20) denom(G);

(%o20) b2 + a2
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rat(expr) � ïåðåòâîðþ¹ ðàöiîíàëüíèé âèðàç íà âèðàç êàíîíi÷íî¨ ôîðìè, òîáòî ðîç-
êðèâà¹ âñi äóæêè, ïîòiì âñå çâîäèòü äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà, ñóìó¹ i ñêîðî÷ó¹.

(%i21) ((x - 2*y)^4/(x^2 - 4*y^2)^2 + 1)*(y + a)*(2*y + x) /

(4*y^2 + x^2);

(%o21)
(y + a) · (2 · y + x) ·

(
(x−2·y)4

(x2−4·y2)2 + 1
)

4 · y2 + x2

(%i22) rat(%o21);

(%o22)/R/
2 · y + 2 · a
2 · y + x

ratsimp(expr) � ïðèâîäèòü âñi ÷àñòèíè (â òîìó ÷èñëi àðãóìåíòè ôóíêöié) âèðà-
çiâ, ÿêi íå ¹ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ, äî êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ, çäiéñíþþ÷è
ñïðîùåííÿ, ùî íå âèêîíó¹ êîìàíäà rat. Ïîâòîðíèé âèêëèê êîìàíäè â çàãàëüíîìó âèïàäêó
ìîæå çìiíèòè ðåçóëüòàò, òîáòî íå îáîâ'ÿçêîâî ñïðîùåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ äî êiíöÿ.

(%i23) ratsimp((x-1)^(3/2)-(x+1)*sqrt(x-1))/sqrt((x-1)*(x+1));

(%o23) − 2 ·
√
x− 1√

(x− 1) · (x+ 1)

(%i24) ratsimp(%o23);

(%o24) − 2 ·
√
x− 1√

x2 − 1

fullratsimp(expr) � âèêëèêà¹ êîìàíäó ratsimp äî òèõ ïið, ïîêè âèðàç íå ïåðåñòàíå
çìiíþâàòèñÿ.

(%i25) H:(x^(a/2)+1)^2*(x^(a/2)-1)^2/(x^a-1);

(%o25)

(
x

a
2 − 1

)2 · (xa
2 + 1

)2
xa − 1

(%i26) ratsimp(H);

(%o26)
x2·a − 2 · xa + 1

xa − 1

(%i27) fullratsimp(H);

(%o27) xa − 1

ratexpand(expr) � ðàçêðèâà¹ äóæêè â âèðàçi expr. Âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä expand òèì,
ùî ïðèâîäèòü âèðàç äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè.

(%i28) J:(x-1)/(x+1)^2+1/(x-1);

(%o28)
x− 1

(x+ 1)2
+

1

x− 1

(%i29) expand(J);

(%o29)
x

x2 + 2 · x+ 1
− 1

x2 + 2 · x+ 1
+

1

x− 1

(%i30) ratexpand(J);

(%o30)
2 · x2

x3 + x2 − x− 1
+

2

x3 + x2 − x− 1
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(%i31) combine(%o30);

(%o31)
2 · x2 + 2

x3 + x2 − x− 1

ratsubst(expr1,expr2,expr3) � êîìàíäà ïiäñòàíîâêè âèðàçó expr1 çàìiñòü âèðàçó
expr2 ó ìíîãî÷ëåíi expr3.

(%i31) ratsubst (a,x*y^2,x^4*y^3+x^4*y^8);

(%o31) a · x3 · y + a4

partfrac(expr,var) � ïåðåòâîðþ¹ äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèé âèðàç expr â ïðîñòi äðîáè
ïî çàäàíié çìiííié var (öå âàæëèâî çîêðåìà ïðè iíòåãðóâàííi ñêëàäíèõ äðîáiâ).

(%i32) K:-x/(x^3+4*x^2+5*x+2);

(%o32) − x

x3 + 4 · x2 + 5 · x+ 2

(%i33) partfrac(K,x);

(%o33)
2

x+ 2
− 2

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

at(expr,[x=a,y=b,...]) � ïiäñòàâëÿ¹ ó âèðàç expr çàìiñòü çìiííèõ x,y,... âèðàçè
a,b,..., ïðè÷îìó çìiííi x,y,... òàêîæ ìîæóòü áóòè âèðàçàìè.

(%i34) at(x^2+y^3+z^4,[x^2=a,y^3=b,z^4=c]);

(%o34) c+ b+ a

rhs(expr), lhs(expr) � âiäïîâiäíî ïðàâà òà ëiâà ÷àñòèíà âèðàçó expr.

2.2 Ïîêàçíèêîâi, ëîãàðèôìi÷íi âèðàçè

Ôóíêöiÿ radcan(expr) � ñïðîùó¹ âèðàçè, ùî ìiñòÿòü åêñïîíåíòè, ëîãàðèôìè òà ðà-
äèêàëè, øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ äî ôîðìè, ùî ¹ êàíîíi÷íîþ äëÿ øèðîêîãî êëàñó âèðàçiâ.
Çìiííi â âèðàçàõ âïîðÿäêîâóþòüñÿ. Åêâiâàëåíòíi âèðàçè â öüîìó êëàñi íå îáîâ'ÿçêîâî îäíà-
êîâi, àëå ¨õ ðiçíèöÿ çàñòîñóâàííÿì radcan çâîäèòüñÿ äî íóëÿ.

(%i1) K:(log(x+x^2)-log(x))^a/log(1+x)^(a/2);

(%o1)
(log (x2 + x)− log (x))

a

log (x+ 1)
a
2

(%i2) radcan(K);

(%o2) log (x+ 1)
a
2

(%i3) L:(%e^x-1)/(1+%e^(x/2));

(%o3)
ex − 1

e
x
2 + 1

(%i4) radcan(L);

(%o4) e
x
2 − 1

Ôóíêöiÿ logcontract(expr) � ðåêóðñèâî ñêàíó¹ âèðàç expr, ïåðåòâîðþþ÷è âèðàçè
âèäó a log b+c log d+C äî ôîðìè log(ratsimp(ba ·dc))+C (÷èñëà a òà c ïîïåðåäíüî íåîáõiäíî
îãîëîñèòè öiëèìè).
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(%i5) declare(n,integer);

(%o5) done

(%i6) logcontract(3*(2*n*log(x)+3*n*log(y)));

(%o6) log
(
x6·n · y9·n

)
2.3 Òðèãîíîìåòðè÷íi âèðàçè

Ïåðåòâîðåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçiâ çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñõîæèõ êîìàíä,
ÿê i ó âèïàäêó ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ, ëèøå íà ïî÷àòêó ñòàâèòüñÿ ïðåôiêñ trig. Äëÿ íàé-
êðàùîãî ðåçóëüòàòó ¨õ ñëiä êîìáiíóâàòè ç êîìàíäàìè ratsimp, fullratsimp, radcan òà
ií.

trigexpand(expr) � ðîçêëàäà¹ âñi òðèãîíîìåòðè÷íi òà ãiïåðáîëi÷íi ôóíêöi¨ âiä ñóì
i äîáóòêiâ â êîìáiíàöi¨ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié îäèíè÷íèõ êóòiâ òà àðãóìåíòiâ.

(%i1) F:x+sin(3*x)/sin(x);

(%o1)
sin (3 · x)
sin (x)

+ x

(%i2) trigexpand(F);

(%o2)
3 · cos (x)2 · sin (x)− sin (x)3

sin (x)
+ x

(%i3) ratsimp(%o2);

(%o3) − sin (x)2 + 3 · cos (x)2 + x

(%i4) trigexpand(sin(2*%alpha+3*%beta));

(%o4) cos (2 · α) · sin (3 · β) + sin (2 · α) · cos (3 · β)

(%i5) trigexpand(sin(3*%alpha)+cos(4*%beta));

(%o5) sin (β)4 − 6 · cos (β)2 · sin (β)2 + cos (β)4 − sin (α)3 + 3 · cos (α)2 · sin (α)

Çàóâàæèìî, ùî â çàïèñi Maxima sin(α)4 ïîçíà÷à¹ sin4 α òîùî.
trigreduce(expr) � ïîíèæó¹ ñòåïiíü âèðàçiâ, çãîðòà¹ âñi äîáóòêè òðèãîíîìåòðè-

÷íèõ i ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié â êîìáiíàöi¨ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié âiä ñóì. Ôóíêöiÿ ñïðà-
öüîâó¹ íå äî êiíöÿ, òîìó ïîâòîðíèé âèêëèê ìîæå çìiíèòè âèðàç. Ïðè çàïèñi êîìàíäè â
ôîðìàòi trigreduce(expr,var) � ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíþþòüñÿ âiäíîñíî çìiííèõ var.

(%i6) trigreduce(cos(x)^4+cos(x)^3+cos(x)^2+cos(x)+1);

(%o6)
cos (4 · x) + 4 · cos (2 · x) + 3

8
+
cos (3 · x) + 3 · cos (x)

4
+
cos (2 · x) + 1

2
+cos (x)+1

(%i7) trigreduce(-sin(x)^2+3*cos(x)^2+x);

(%o7)
cos (2 · x)

2
+ 3 ·

(
cos (2 · x)

2
+

1

2

)
+ x− 1

2

trigsimp(expr) � ñïðîùó¹ òðèãîíîìåòðè÷íi òà ãiïåðáîëi÷íi âèðàçè, çàñòîñîâóþ÷è äî
íèõ òîòîæíîñòi sin2 x+ cos2 x = 1 òà ch2x− sh2x = 1.
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(%i8) trigsimp(sin(x)^2+3*cos(x)^2);

(%8) 2 · cos (x)2 + 1

(%i9) trigreduce(cos(x)^4+sin(x)^4);

(%o9)
cos (4 · x) + 4 · cos (2 · x) + 3

8
+

cos (4 · x)− 4 · cos (2 · x) + 3

8

(%i10) trigsimp(%o9);

(%o10)
cos (4 · x) + 3

4

Äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ôóíêöié:

(%i11) trigsimp(sinh(x)^2+3*cosh(x)^2);

(%o11) 4 · cosh (x)2 − 1

(%i12) trigsimp(sinh(x)^4-cosh(x)^4);

(%o12) 1− 2 · cosh (x)2

trigrat(expr) � ïðèâîäèòü çàäàíèé òðèãîíîìåòðè÷íèé âèðàç expr äî êàíîíi÷íî¨
ñïðîùåíî¨ êâàçiëiíiéíî¨ ôîðìè, ïðè÷îìó âií ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðàöiîíàëüíèé, ùî ìiñòèòü
sin, cos, tan, àðãóìåíòè ÿêèõ ¹ ëiíiéíèìè ôîðìàìè çìiííèõ i π/n (n � öiëå). Çàâæäè, êîëè
ìîæëèâî, çàäàíèé âèðàç ëiíåàðèçó¹òüñÿ.

(%i13) trigrat((1+sin(2*%beta)-cos(2*%beta))/sin(%beta));

(%o13) 2 · sin (β) + 2 · cos (β)

(%i14) trigrat(sin(x)^3*(1+cot(x))+cos(x)^3*(1+tan(x)));

(%o14) sin (x) + cos (x)

2.4 Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü

Ðîçâ'ÿçàííÿ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
solve. Ñèíòàêñèñ íàñòóïíèé:

solve(eqn=0,x) � çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííî¨ x.
solve([eqn1=0,eqn2=0,...eqnN=0],[x1,x2,...xN]) � çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

ðiâíÿíü âiäíîñíî çìiííèõ x1,x2,...xN.

(%i1) solve(x^2-2*x-8=0,x);

(%o1) [x = −2, x = 4]

(%i2) solve(x-a/x+b=0,x);

(%o2) [x = −
√
b2 + 4 · a+ b

2
, x =

√
b2 + 4 · a− b

2
]

(%i3) solve([x^2+y^2=10,x-y=4],[x,y]);

(%o3) [[x = 1, y = −3], [x = 3, y = −1]]

Â îñòàííüîìó ïðèêëàäi Maxima âèäàëà ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ñïèñêó, îñêiëüêè ¹ äâi òî÷êè,
ùî çàäîâiëüíÿþòü ñèñòåìi.
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Êîìàíäà solve çàñòîñîâó¹òüñÿ i äî ðîçâ'ÿçàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü. Ïðè öüî-
ìó âèíèêà¹ ïîïåðåäæåííÿ, ùî âèäà¹òüñÿ ëèøå ïåðøèé äîäàòíié ðîçâ'ÿçîê, áåç ïåðiîäè-
÷íîãî ïðîäîâæåííÿ, ÿêå ïîøóêà÷ó òðåáà áóäå çíàéòè ñàìîñòiéíî.

(%i4) solve(2*sin(x-%pi/4)=sqrt(3));

solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o4) [x =
7 · π
12

]

(%i5) solve(sin(x)^2+2*sin(x)+1=0,x);

solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o5) [x = −π
2
]

Êîìàíäà solve ó Maxima øóêà¹ êîðåíi i íà ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

(%i6) solve(x^2+x+1=0,x);

(%o6) [x = −
√
3 · i+ 1

2
, x =

√
3 · i− 1

2
]

ßêùî ¹ ïîòðåáà çíàéòè êîðåíi â ÷èñåëüíîìó âèãëÿäi, â êiíöi íåîáõiäíî äîäàòè êîìàí-
äó numer.

(%i7) solve(x^2+3*x+1=0,x),numer;

rat: replaced 2.23606797749979 by 16692641/7465176 = 2.236067977499794
rat: replaced 2.23606797749979 by 16692641/7465176 = 2.236067977499794

(%o7) [x = −2.618033988749896, x = −0.3819660112501031]

allroots(eqn=0,x) îá÷èñëþ¹ âñi äiéñíi i êîìïëåêñíi êîðåíi ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü.

(%i8) allroots((1+2*x)^3=10*(1+x^5),x);

(%o8) [x = 0.6057379117337299, x = 0.9658759245461883 · i− 0.4382771080081766,

x = −0.9658759245461883 · i− 0.4382771080081766, x = −1.021758604074856,

x = 1.292574908357479]

realroots(eqn=0,num) øóêà¹ âñi äiéñíi êîðåíi (êîìïëåêñíi íå áåðóòüñÿ äî óâàãè)
ïîëiíîìiàëüíîãî âèðàçó ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëà num.

(%i10) realroots(-1-x+x^5=0,6.0e-6);

(%o10) [x =
612003

524288
]

Õî÷ solve i ðîçâ'ÿçó¹ øèðîêèé êëàñ ðiâíÿíü, öÿ êîìàíäà âñå æ ïàñó¹ ïåðåä òðàíñ-
öåíäåíòíèìè ðiâíÿííÿìè, òîáòî òàêèìè, äå ïðèñóòíi ÿê ïîëiíîìiàëüíi âèðàçè, òàê i åêñ-
ïîíåíöiàëüíi ÷è òðèãîíîìåòðè÷íi. Äëÿ ïðèêëàäó, ðiâíÿííÿ sinx = x/2 òà ex = x2 äàäóòü
òàêi ðåçóëüòàòè:

(%i11) solve(sin(x)=x/2,x);

(%o11) [x = 2 · sin (x)]
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(%i12) solve(exp(x)=x^2,x);

(%o12) [x = −e
x
2 , x = e

x
2 ]

Íà òàêèé âèïàäîê iñíó¹ äóæå êîðèñíà êîìàíäà, ÿêà ÷èñåëüíî øóêà¹ êîðåíi â ïåâíèõ
ìåæàõ çìiííî¨, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîöåäóðó Íüþòîíà íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ. Äëÿ âèêî-
ðèñòàííÿ öüîãî ìåòîäó ïîòðiáíî, ùîá ôóíêöiÿ, ÿêà îïèñó¹ äàíèé âèðàç (eqn1-eqn2), íà
êðàÿõ ïðîìiæêà [a,b] ïðèéìàëà ïðîòèëåæíi çà çíàêîì çíà÷åííÿ. ßêùî öÿ óìîâà íå áóäå
äîòðèìóâàòèñü, ñèñòåìà âèäàñòü ïîïåðåäæåííÿ. Ùîá äiçíàòèñü, â ÿêèõ ìåæàõ ïðèáëèçíî
çíàõîäèòüñÿ êîðiíü, êîðèñíî ñïî÷àòêó ïîáóäóâàòè ãðàôiêè îáîõ âèðàçiâ eqn1 òà eqn2 òà
ïîäèâèòèñü íà òî÷êó ¨õ ïåðåòèíó (ïðî ïîáóäîâó ãðàôiêiâ äîêëàäíiøå ó Ðîçäiëi 4).

find_root(eqn1=eqn2,var,a,b) � øóêà¹ íàáëèæåíi êîðåíi ðiâíÿííÿ eqn1=eqn2 çà
çìiííîþ var íà iíòåðâàëi [a,b].

Íàêðåñëèìî ãðàôiêè âèðàçiâ íà ðiçíèõ ñòîðîíàõ íàøèõ ðiâíÿíü. Áà÷èìî, ùî êîðiíü

Ðèñ. 2.1: Ãðàôiêè ëiâèõ òà ïðàâèõ ÷àñòèí òðàíñöåíäåíòíèõ ðiâíÿíü.

ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ëåæèòü ó ïðîìiæêó [0, π], äðóãîãî ó ïðîìiæêó [−1, 0]. Àëå ÿêùî ìè
âïèøåìî îáèäâà öi ïðîìiæêè â êîìàíäó find_root, âîíà îáèäâà ðàçè äàñòü òðèâiàëüíèé
êîðiíü 0, òîìó áóäåìî îáìåæóâàòè ïðîìiæêè ç 0.1.

(%i13) find_root(sin(x)=x/2,x,0.1,%pi);

(%o13) 1.895494267033981

(%i14) find_root(exp(x)=x^2,x,-1,-0.1);

(%o14) − 0.7034674224983917

2.5 Íåðiâíîñòi

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåðiâíîñòåé ó Maxima iñíó¹ ïîïóëÿðíèé òà äîñèòü äîáðå ðîçðî-
áëåíèé ïàêåò solve_rat_ineq, ÿêèé ïðàöþ¹ ç ðàöiîíàëüíèìè òà äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèìè
âèðàçàìè. Ñèñòåìè íåðiâíîñòåé âií íå ðîçãëÿäà¹, ëèøå îäèíî÷íi âèðàçè. Ïàêåò âiäðàçó
âêëþ÷åíèé äî äèñòðèáóòèâó Maxima i éîãî ïîòðiáíî çàâàíòàæèòè êîìàíäîþ load.

(%i1) load(solve_rat_ineq);
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(%i2) solve_rat_ineq(x^2-3*x-4<0);

(%o2) [[x > −1, x < 4]]

(%i3) solve_rat_ineq((x^2-1)/(x^2+x-6)>0);

(%o3) [[x < −3], [x > −1, x < 1], [x > 2]]

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ íåðiâíîñòåé êîðèñíîþ òàêîæ ¹ êîìàíäà factor, ùî ðîçáèâà¹ âèðàç
íà ìíîæíèêè, ÿêi âæå ìîæíà àíàëiçóâàòè íà çìiíó çíàêó ôóíêöi¨ ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó
iíòåðâàëiâ.

ßêùî ó íåðiâíîñòi íå iñíó¹ ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ, solve_rat_ineq øóêà¹ ¨õ íàáëè-
æåíèìè ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè.

(%i4) solve_rat_ineq(x^2>x^3+1);

(%o4) [[x < −0.754877616175949]]

(%i5) solve_rat_ineq(x^5+x^3<x^2+x);

(%o5) [[x < −0.5698403072569234], [x > 0, x < 1]]

2.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 2

×èñëîâi çàäà÷i

2.1. Ùî áiëüøå: πe ÷è eπ? Çíàéòè íà ñêiëüêè ïðîöåíòiâ îäíå ç öèõ ÷èñåë áiëüøå çà iíøå ç
òî÷íiñòþ äî 19-ãî çíàêó ïiñëÿ êîìè.

2.2. Ï'¹ð Ôåðìà ââàæàâ, ùî âñi ÷èñëà âèäó 22
n
+ 1, äå n íàòóðàëüíå, ¹ ïðîñòèìè. Çíàéòè

n, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî öå òâåðäæåííÿ ïåðåñòà¹ ñïðàâäæóâàòèñü.

2.3. Çàïèñàòè ïîëiíîì G(x) = 8x5 − 45x3 + 56x2 − 7x + 11. Âèâåñòè íà åêðàí: ïåðøèé
äîäàíîê, îñòàííié äîäàíîê, òðåòié äîäàíîê, âñi äîäàíêè êðiì ïåðøîãî.

2.4. Çíàéòè íàéìåíøå n, ïðè ÿêîìó ÷èñëî 1010 + n áóäå ïðîñòèì.

2.5. Òiëî ïàäà¹ âíèç ç âèñîòè 30 ì, ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü 2 ì/c. Çàïèñàòè ôîðìóëó ðóõó
òiëà, çíàéòè ÷àñ ïîëüîòó.

2.6. Âñòàíîâèòè, ùî âèðàç 62n + 3n+2 + 3n êðàòíèé äî 11 äëÿ ïåðøèõ ïåðøèõ ï'ÿòè íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë.

2.7. Çíàéòè îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 6x4 − 7x3 + 2x+ 11 íà 3x2 − 1. Ïiäíåñòè öþ îñòà÷ó äî 4-ãî
ñòåïåíÿ òà ðîçêðèòè äóæêè.

2.8. Çíàéòè òî÷íå òà íàáëèæåíå çíà÷åííÿ âèðàçó (
√
11 + 5)2 ç òî÷íiñòþ äî 23 çíàêó ïiñëÿ

êîìè.

2.9. Îá÷èñëèòè äîâæèíó äóãè êîëà ðàäióñà 6 ñì òà ðîçõèëîì 23◦ ç òî÷íiñòþ äî 45-î¨ öèôðè
ïiñëÿ êîìè.

2.10. Ïîêàçàòè, ùî âèðàç 11n+2 + 122n+1 äiëèòüñÿ íà 133 áåç îñòà÷i äëÿ ïåðøèõ ï'ÿòè
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.
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Ñïðîñòèòè âèðàçè (àëãåáðà)

2.11.
x4 − x3 − 11x2 + 9x+ 18

x4 − 3x3 − 7x2 + 27x− 18
÷ x3 − 9x2 + 26x− 24

x3 − 8x2 + 19x− 12
;

2.12.
3x4 − 24x3 − 3x2 + 204x− 252

−x5 + 10x4 − 15x3 − 70x2 + 220x− 168
· 2− x

x+ 1
;

2.13.
x3 + 2x2 + 4x+ 8

x5 + 5x4 − 16x− 80
· 2x

4 + 10x3 − 16x− 80

x2 + 2x+ 4
;

2.14.
2x4 + 10x3 − 2x− 10

x2 + x+ 1
· x

3 + x2 + x+ 1

x5 + 5x4 − x− 5
;

2.15.
x5 + 4x4 − 81x− 324

3x4 + 10x3 − 81x− 270
· 3x3 + 19x2 + 57x+ 90

x4 + 7x3 + 21x2 + 63x+ 108
;

2.16.
x3 + 3x2 − 9x− 27

x3 − 5x2 − 15x− 72
· x

4 − 8x3 − 27x+ 216

49x4 − 882x2 + 3969
;

2.17.
7x4 − 126x2 + 567

x5 − 8x4 − 27x2 + 216x
· x

3 − 5x2 − 15x− 72

x3 + 3x2 − 9x− 27
;

2.18.
4x4 + 4x3 − 48x2 − 112x− 64

2x3 + 4x2 − 32x− 64
÷ x2 + 3x+ 2

x+ 4
;

2.19.
x4 + x3 − 7x2 − x+ 6

5x4 + 10x3 − 100x2 − 330x− 225
· x

3 − 2x2 − 15x

x2 − 3x+ 2
;

2.20.
x3 + 2x2 + 4x+ 8

x5 + 5x4 − 16x− 80
· 3x

4 + 10x3 − 16x− 80

x2 + 2x+ 4
.

Ñïðîñòèòè âèðàçè (òðèãîíîìåòðiÿ)

2.21. ctg2 x− 1 + ctg x+ ctg2 x

1 + tg x+ tg2 x
;

2.22.
1− 2 sin 3x cos(−3x)

cos 3x+ sin(−3x)
;

2.23. cos4 x− cos2 x+ sin2 x;

2.24.
cosx

1− sinx
+

1− sinx

cosx
;

2.25.
sin2 x tg2 x

tg2 x+ cos2 x− 1
;

2.26. tg x+
cosx

1 + sin x
;

2.27.
cos3 x− sin3 x

1 + sin x cosx
;

2.28. sin6 x+ cos6 x+ 3 sin2 x cos2 x;

2.29.
sinx+ 2 sin 2x+ sin 3x

cosx+ 2 cos 2x+ cos 3x
;

2.30.
sinx+ tg x

1 + cos x
.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (òðèãîíîìåòðiÿ)

2.31. cos(2x+ 30◦) = −1;

2.32.

√
3

tg (4x+ π/6)
= 3;

2.33. cos2 (x+ π/6) = 1/2;

2.34. sin (π/4− x) = −
√
3/2;

2.35. cos (π/9− 4x) = 1;

2.36. tg (x/4− 15◦) =
√
3;

2.37. 2 cos (x/2 + π/6)−
√
3 = 0;

2.38. ctg (x/4− π/4)− 1 = 0;

2.39. sin (x/2 + π/6) = 1/2;

2.40. cos (4x− π/6) = −
√
3/2.
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Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ ÷èñåëüíî (ñêîðèñòàòèñü âiäîìîñòÿìè ç Ðîçäiëó 4)

2.41. ln2(x− 1) = 3 cos 2x+ 1;

2.42.
10

1 + x2
= 2 sin 2x+ x;

2.43.
10x− 2

3 + x2
= 4

√
x;

2.44.
10

1 + x2
= 2 cos 2x+ x;

2.45. sinx ·
√

(81− x2) = 5 arctg x;

2.46.
√

(25− x2) = arctg 2x;

2.47. sin2 x ·
√

(81− x2) = 5e−x2

;

2.48.
x2 − 9

x2 + 4
=
√

(x2 + 1) · e−x;

2.49. x+
√
x = e−x2

;

2.50.
√
x · cosx = ln

(
x2 + 1

)
;
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Ðîçäië 3

Ðîáîòà ç ÷èñëîâèìè ìàñèâàìè

3.1 Ñïèñêè

Ñïèñêè � áàçîâi áóäiâåëüíi áëîêè äëÿMaxima òà Lisp. Ùîá çàäàòè ñïèñîê, äîñòàòíüî
çàïèñàòè éîãî åëåìåíòè ÷åðåç êîìó i îáðàìèòè êâàäðàòíèìè äóæêàìè. Ñïèñîê ìîæå áóòè
ïîðîæíiì àáî ñêëàäàòèñü iç îäíîãî åëåìåíòó.

(%i1) list1:[1,2,3,x,a+b];

(%o1) [1, 2, 3, x, b+ a]

(%i2) list2:[];

(%o2) []

Åëåìåíòîì ñïèñêó ìîæå áóòè é iíøèé ñïèñîê.

(%i3) list3:[1,2,[3,4],[5,6,7]];

(%o3) [1, 2, [3, 4], [5, 6, 7]]

Ïîñèëàííÿ íà åëåìåíò ñïèñêó çäiéñíþ¹òüñÿ çà íîìåðîì öüîãî åëåìåíòó ó ñïèñêó.

(%i4) list3[3];

(%o4) [3, 4]

(%i5) list3[4][2];

(%o5) 6

length(list) � ïîâåðòà¹ ÷èñëî åëåìåíòiâ ñïèñêó (ïðè öüîìó ñàìi åëåìåíòó ìîæóòü
áóòè äîñòàòíüî ñêëàäíèìè êîíñòðóêöiÿìè).

(%i6) length(list3);

(%o6) 4

copylist(list) � äà¹ êîïiþ ñïèñêó list.

(%i7) list4:copylist(list3);

(%o7) [1, 2, [3, 4], [5, 6, 7]]

Êîìàíäà makelist ñòâîðþ¹ ñïèñîê, êîæíèé åëåìåíò ÿêîãî ãåíåðóåòüñÿ ç äåÿêîãî âè-
ðàçó. Ìîæëèâi äâà âàðiàíòè âèêëèêó êîìàíäè:
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makelist(expr,i,i1,iN) � ïîâåðòà¹ ñïèñîê, j-é åëåìåíò ÿêîãî ðiâíèé ev(expr,i=j),
ïðè öüîìó iíäåêñ j ìiíÿ¹òüñÿ âiä i1 äî iN.

(%i8) makelist(concat(x,i),i,1,6);

(%o8) [x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 ]

(%i9) makelist(a*i^2,i,1,5);

(%o9) [a, 4 · a, 9 · a, 16 · a, 25 · a]

makelist(expr,x,list) � ïîâåðòà¹ ñïèñîê, j-é åëåìåíò ÿêîãî ðiâíèé
ev(expr,x=list[j]), ïðè öüîìó iíäåêñ j ìiíÿ¹òüñÿ âiä 1 äî length(list).

(%i10) list5:[1,2,3,4,5,6,7];

(%o10) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

(%i11) makelist(exp(i),i,list5);

(%o11) [e, e2, e3, e4, e5, e6, e7]

Àíàëîãi÷íi äi¨ âèêîíó¹ êîìàíäà create_list(expr,x1,list1,...,xn,listN) � âîíà
áóäó¹ ñïèñîê øëÿõîì îá÷èñëåííÿ âèðàçó expr, ùî çàëåæèòü âiä x1, äî êîæíîãî ýëåìåíòó
ñïèñêó list1 (àíàëîãi÷íî expr, ùî çàëåæèòü âiä x2, çàñòîñîâó¹òüñÿ äî list2 i ò.ä.)

(%i12) create_list(x^i,i,[1,3,7]);

(%o12) [x, x3, x7]

append(list1,list2,...listN) � ïîñëiäîâíî ñêëåþ¹ ñïèñêè.

(%i13) append([1],[2,3],[4,5,6,7]);

(%o13) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

join(list1,list2) � ñòâîðþ¹ íîâèé ñïèñîê ç äâîõ, êîìïîíóþ÷è ¨õ åëåìåíòè ïî÷åð-
ãîâî â ïîðÿäêó ñëiäóâàííÿ. Íîâèé ñïèñîê ìiñòèòü list1_1, ïîòiì list2_1, ïîòiì list1_2,
list2_2 i ò.ä. ßêùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ñïèñêàõ íå ðiâíà, ñòâîðåíèé ñïèñîê îáðèâà¹òüñÿ
íà îñòàííüîìó ñïiëüíîìó íîìåði åëåìåíòó.

(%i14) join([1,2,3],[10,20,30,40]);

(%o14) [1, 10, 2, 20, 3, 30]

reverse(list) � ìiíÿ¹ ïîðÿäîê åëåìåíòiâ ñïèñêó íà çâîðîòíié.

(%i15) list6:[11,12,x-y,a+b,[15,16]];

(%o15) [11, 12, x− y, b+ a, [15, 16]]

(%i16) reverse(list6);

(%o16) [[15, 16], b+ a, x− y, 12, 11]

member(list1,list2) � ïîâåðòà¹ ¾true¿ ÿêùî list1 ¹ åëåìåíòîì ñïèñêó list2, àáî
¾false¿ â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó.

(%i17) member(b,[a,b,[b,c]]);

(%o17) true
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(%i18) member(b,[[a,b],[b,c]]);

(%o18) false

first(list) � âèâîäèòü ïåðøèé åëåìåíò ñïèñêó, last(list) � îñòàííié åëåìåíò,
rest(list) � âèäà¹ çàëèøîê ñïèñêó ïiñëÿ âèäàëåííÿ ïåðøîãî åëåìåíòó, rest(list,n)
� çàëèøîê ñïèñêó ïiñëÿ âèäàëåííÿ ïåðøèõ n åëåìåíòiâ.

(%i19) list7:[1,2,3,4,a,b];

(%o19) [1, 2, 3, 4, a, b]

(%i20) first(list7);

(%o20) 1

(%i21) last(list7);

(%o21) b

(%i22) rest(list7);

(%o22) [2, 3, 4, a, b]

(%i23) rest(list7,2);

(%o23) [3, 4, a, b]

sum(list,i,i1,iN) � ñóìó¹ çíà÷åííÿ ñïèñêó list ïðè çìiíi èíäåêñó i âiä i1 äî iN.

(%i24) sum(i^2,i,1,5);

(%o24) 55

(%i25) sum(x+i*(i+1)/2,i,1,4);

(%o25) 4 · x+ 20

product(list,i,i1,iN) � ïåðåìíîæó¹ çíà÷åííÿ ñïèñêó list ïðè çìiíi èíäåêñó i âiä
i1 äî iN.

(%i26) product(i^2,i,1,5);

(%o26) 14400

(%i27) product(x+i*(i+1)/2,i,1,4);

(%o27) (x+ 1) · (x+ 3) · (x+ 6) · (x+ 10)

Iñíó¹ êîðèñíà êîìàíäà map(F,expr1,...,exprN), ÿêà äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ôóíêöiþ
(îïåðàòîð, ñèìâîë îïåðàöi¨) F äî âèðàçiâ expr1,...,exprN. Ïðè ¨¨ çàñòîñóâàííi äî ñïèñêiâ
F äi¹ íà êîæåí åëåìåíò ñïèñêó. Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó, ùî F � öå ñàìå iì'ÿ ôóíêöi¨ (áåç
âêàçóâàííÿ çìiííèõ, âiä ÿêèõ âîíà çàëåæèòü). Ôóíêöiÿ F ìîæå áóòè i çàäàíîþ êîðèñòóâà-
÷åì.

(%i28) map(ratsimp,x/(x^2+x)+(y^2+y)/y);

(%o28) y +
1

x+ 1
+ 1
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(%i29) map("=",[a,b],[-2,3]);

(%o29) [a = −2, b = 3]

(%i30) map(exp,[0,1,2,3,4,5]);

(%o30) [1, e, e2, e3, e4, e5]

(%i31) f(x):=x^3;

(%o21) f (x) := x3

(%i32) map(f,[1,2,3,4,5]);

(%o32) [1, 8, 27, 64, 125]

3.2 Ìàñèâè

Ìàñèâè â Maxima � ñóêóïíîñòi îäíîòèïíèõ îá'¹êòiâ ç iíäåêñàìè. ×èñëî iíäåêñiâ íå
ïîâèííî ïåðåâèùóâàòè ï'ÿòè. Ó Maxima iñíóþòü i ôóíêöi¨ ç iíäåêñàìè (ôóíêöi¨ ìàñèâó).
Ìîæëèâå ñòâîðåííÿ òà âèêîðèñòàííÿ çìiííèõ ç iíäåêñàìè äî îãîëîøåííÿ âiäïîâiäíîãî
ìàñèâó, òîäi òàêi çìiííi ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê åëåìåíòè ìàñèâiâ ç íåâèçíà÷åíèìè ðîçìiðàìè
(òàê çâàíi õåø-ìàñèâè). Ðîçìiðè íåâèçíà÷åíèõ ìàñèâiâ çðîñòàþòü äèíàìi÷íî â ìiðó íàäàí-
íÿ çíà÷åíü åëåìåíòàì. Iíäåêñè ìàñèâiâ ç íåâèçíà÷åíèìè êîðäîíàìè íå îáîâ'ÿçêîâî ìàþòü
áóòè ÷èñëàìè. Äëÿ ïiäâèùåííÿ åôåêòèâíîñòi îá÷èñëåíü ðåêîìåíäó¹òüñÿ ïåðåòâîðþâàòè
ìàñèâè ç íåâèçíà÷åíèìè ìåæàìè íà çâè÷àéíi ìàñèâè (äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàí-
äà array).

Ñòâîðåííÿ ìàñèâó âèêîíó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ array. Ñèíòàêñèñ çâåðíåííÿ äî êîìàíäè:
array(name,dim_1,...,dim_N)

array(name, type, dim_1,...,dim_N)

array([name_1,...,name_M],dim_1,...,dim_N)

(%i1) array(a,1,1);

(%o1) a

(%i5) a[0,0]:0; a[0,1]:1; a[1,0]:2; a[1,1]:3;

(%o2) 0

(%o3) 1

(%o4) 2

(%o5) 3

(%i6) listarray(a);

(%o6) [0, 1, 2, 3]

Êîìàíäà listarray, âèêîðèñòàíà â ïðèêëàäi, ïåðåòâîðþ¹ ìàñèâ ó ñïèñîê. Ñèíòàêñèñ
âèêëèêó: listarray (A). Àðãóìåíò À ìîæå áóòè âèçíà÷åíèì àáî íåâèçíà÷åíèì ìàñèâîì,
ôóíêöi¹þ ìàñèâó àáî ôóíêöi¹þ ç iíäåêñàìè. Ïîðÿäîê âêëþ÷åííÿ åëåìåíòiâ ìàñèâó äî
ñïèñêó - ðÿäêàìè.
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arrayinfo (A) � âèâîäèòü iíôîðìàöiþ ïðî ìàñèâ À. Àðãóìåíò À, ÿê i ó âèïàäêó
listarray, ìîæå áóòè âèçíà÷åíèì àáî íåâèçíà÷åíèì ìàñèâîì, ôóíêöi¹þ ìàñèâó ÷è ôóí-
êöi¹þ ç iíäåêñàìè.

(%i8) array(AR,2,3);

(%o8) AR

(%i9) AR[2,3]:%pi;

(%o9) π

(%i10) AR[1,2]:%e;

(%o10) e

(%i11) arrayinfo(AR);

(%o11) [declared , 2, [2, 3]]

(%i12) ARR[foo]:(a+b)^2;

(%o12) (b+ a)2

(%i13) ARR[bar]:(a-b)^3;

(%o13) (a− b)3

(%i14) arrayinfo(ARR);

(%o14) [hashed , 1, [bar ], [foo]]

(%i15) listarray(ARR);

(%o15) [(a− b)3, (b+ a)2]

Êîìàíäà make_array(type,dim_1,...,dim_N) ñòâîðþ¹ òà ïîâåðòà¹ ìàñèâ Lisp. Òèï
ìàñèâó ìîæå áóòè any, flonum, fixnum, hashed, functional. Iíäåêñ i ìîæå çìiíþâà-
òèñÿ â ìåæàõ âiä 0 äî dim_i-1. Ïåðåâàãè make_array â ïîðiâíÿííi ç array � ìîæëèâiñòü
äèíàìi÷íî êåðóâàòè ðîçïîäiëîì ïàì'ÿòi äëÿ ìàñèâiâ. Ïðèñâîþâàííÿ y:make_array(...)

ñòâîðþ¹ ïîñèëàííÿ íà ìàñèâ. Êîëè ìàñèâ áiëüøå íå ïîòðiáíèé, ïîñèëàííÿ çíèùó¹òüñÿ
ïðèñâîþâàííÿì y:false, ïàì'ÿòü çâiëüíÿ¹òüñÿ ïîòiì î÷èùóâà÷åì ñìiòòÿ.

(%i16) A1:make_array(fixnum,10);

(%o16) Lisparray [10 ]

(%i17) A1[1]:8;

(%o17) 8

(%i18) A2:make_array(any,10);

(%o18) Lisparray [10 ]

(%i19) arrayinfo(A2);

(%o19) [declared , 1, [9]]
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Êîìàíäà fillarray(array1,array2) äîçâîëÿ¹ çàïîâíþâàòè ìàñèâè çíà÷åííÿìè ç ií-
øîãî ìàñèâó ÷è ñïèñêó. Çàïîâíåííÿ ïðîâàäèòüñÿ ïî ðÿäêàõ.

(%i20) array(a,1,1);

(%o20) a

(%i21) fillarray(a,[1,2,3,4]);

(%o21) a

(%i22) a[1,1];

(%o22) 4

(%i23) a2:make_array(fixnum,8);

(%o23) Lisparray [8 ]

(%i24) fillarray(a2,[1,2,3,4,5]);

(%o24) Lisparray [8 ]

ßê âèäíî ç ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ, äîâæèíà ñïèñêó ìîæå i íå ñïiâïàäàòè ç ðîçìiðíi-
ñòþ ìàñèâó. ßêùî âêàçàíî òèï ìàñèâó, âií ïîâèíåí çàïîâíþâàòèñü åëåìåíòàìè òîãî ñàìîãî
òèïó. Âèëó÷åííÿ ìàñèâiâ ç ïàì'ÿòi çäiéñíþ¹òüñÿ ôóíêöi¹þ remarray(array).

3.3 Ìàòðèöi

Ó Maxima âèçíà÷åíi ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi. Îñíîâíèé ñïîñiá ñòâîðåííÿ ìàòðèöü � âè-
êîðèñòàííÿ ôóíêöi¨ matrix. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:

matrix(row1,...,rowN).
Êîæåí ðÿäîê � ñïèñîê âèðàçiâ, óñi ðÿäêè îäíàêîâî¨ äîâæèíè. Íà ìíîæèíi ìàòðèöü

âèçíà÷åíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ òà äiëåííÿ. Öi îïåðàöi¨ âèêîíóþòüñÿ
ïîåëåìåíòíî, ÿêùî îïåðàíäè � äâi ìàòðèöi, ñêàëÿð òà ìàòðèöÿ àáî ìàòðèöÿ òà ñêàëÿð.
Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ ìîæëèâå, ÿêùî îäèí iç îïåðàíäiâ � ñêàëÿð. Ïåðåìíîæåííÿ ìà-
òðèöü (çàãàëîì íåêîìóòàòèâíà îïåðàöiÿ) ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì ¾.¿. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ
ìàòðèöi íà ñåáå ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê çâåäåííÿ â ñòåïiíü. Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ ¾−1¿
îçíà÷à¹ îòðèìàòè îáåðíåíó ìàòðèöi (ÿêùî öå ìîæëèâî).

(%i1) M:matrix([4,3],[-2,1]);

(%o1)

(
4 3
−2 1

)
(%i2) N:matrix([1,-2],[2,-3]);

(%o2)

(
1 −2
2 −3

)
Âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié ç ìàòðèöÿìè.

(%i3) M+N;

(%o3)

(
5 1
0 −2

)
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(%i4) M-N;

(%o4)

(
3 5
−4 4

)
(%i5) M*N;

(%o5)

(
4 −6
−4 −3

)
(%i6) M/N;

(%o6)

(
4 −3

2

−1 −1
3

)
Íåîáõiäíî çâåðíóòè óâàãó � öi îïåðàöi¨ çäiéñíþþòüñÿ ïîåëåìåíòíî. Ïðè ñïðîái âèêî-

íàòè öi àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè ðiçíèõ ðîçìiðiâ âèäà¹òüñÿ ïîìèëêà.
Ïðèêëàä îïåðàöié ç ìàòðèöÿìè i ñêàëÿðàìè:

(%i7) M^2;

(%o7)

(
16 9
4 1

)
(%i8) 2^M;

(%o8)

(
16 8
1
4

2

)
Çíîâó æ òàêè, ïðè ðîáîòi ç ìàòðèöÿìè â Maxima íåîáõiäíî áóòè óâàæíèìè: âèðàç

M�2 çîâñiì íå îçíà÷à¹ ìàòðè÷íå ïîìíîæåííÿ M ·M, à ëèøå ïiäíåñåííÿ êîæíîãî åëåìåíòó
ìàòðèöi äî êâàäðàòà.

Äëÿ çäiéñíåííÿ ìàòðè÷íîãî ìíîæåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíøèé îïåðàòîð � íèæíÿ
êðàïêà ¾.¿:

(%i9) M.N;

(%o9)

(
10 −17
0 1

)
(%i10) N.M;

(%o10)

(
8 1
14 3

)
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ óñïiøíîãî ïåðåìíîæåííÿ ìàòðèöi ïîâèííi áóòè óçãîäæåíi çà ðîç-

ìiðàìè (êiëüêiñòü ñòîâïöiâ ïåðøî¨ ðiâíà êiëüêîñòi ðÿäêiâ äðóãî¨).
Îáåðíåíó ìàòðèöþ äîçâîëÿ¹ çíàéòè îïåðàòîð ¾��¿. Éîãî íå ñëiä ïëóòàòè ç îïåðàòî-

ðîì ¾�¿, ÿêèé âèäà¹ ìàòðèöþ ç îáåðíåíèìè âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè.

(%i11) M^^(-1);

(%o11)

(
1
10

− 3
10

1
5

2
5

)
(%i12) M^(-1);

(%o12)

(
1
4

1
3

−1
2

1

)
(%i13) M.(%o11);

(%o13)

(
1 0
0 1

)
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(%i14) M*(%o12);

(%o14)

(
1 1
1 1

)
Êîìàíäà genmatrix ïîâåðòà¹ ìàòðèöþ çàäàíî¨ ðîçìiðíîñòi, ùî ñêëàäåíà ç åëåìåíòiâ

äâîiíäåêñíîãî ìàñèâó. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
genmatrix (a, i2, j2, i1, j1)

genmatrix (a, i2, j2, i1)

genmatrix (a, i2, j2)

Iíäåêñè i1, j1 è i2, j2 âêàçóþòü íà ëiâèé òà ïðàâèé íèæíié åëåìåíòè ìàòðèöi â
âèõiäíîìó ìàñèâi.

(%i15) h[i,j]:=1/(i+j-1);

(%o15) hi,j :=
1

i+ j − 1

(%i16) genmatrix(h,3,3);

(%o16)

1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5


(%i17) array(A,fixnum,2,2);

(%o17) A

(%i18) A[1,1]:%e;

(%o18) e

(%i19) A[2,2]:%pi;

(%o19) π

(%i20) genmatrix(A,2,2);

(%o20)

(
e 0
0 π

)
zeromatrix(M,N) � ïîâåðòà¹ ìàòðèöó çàäàíî¨ ðàçìiðíîñòi, ñêëàäåíó ç íóëiâ.

(%i21) zeromatrix(2,2);

(%o21)

(
0 0
0 0

)
ident(N) � ïîâåðòà¹ îäèíè÷íó ìàòðèöþ çàäàíî¹ ðîçìiðíîñòi N× N.

(%i22) ident(2);

(%o22)

(
1 0
0 1

)
copymatrix(M) � ñòâîðþ¹ êîïiþ ìàòðèöi M.
Ôóíêöi¨ row i col äîçâîëÿþòü îòðèìàòè âiäïîâiäíî ðÿäîê i ñòîâïåöü çàäàíî¨ ìàòðèöi,

îòðèìóþ÷è ñïèñîê. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
row(M,i) � ïîâåðòà¹ i-é ðÿäîê;
col(M,i) � ïîâåðòà¹ i-é ñòîâïåöü.
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Ôóíêöi¨ addrow òà addcol äîäàþòü äî ìàòðèöi ðÿäîê àáî ñòîâïåöü âiäïîâiäíî. Ñèí-
òàêñèñ âèêëèêó:

addrow(M,list1,...,listN) � äîäà¹ ðÿäêè;
addcol(M,list1,...,listN) � äîäà¹ ñòîâïöi.

(%i24) K:matrix([1,2],[3,4]);

(%o24)

(
1 2
3 4

)
(%i25) L:addrow(K,[10,20]);

(%o25)

 1 2
3 4
10 20


(%i26) addcol(L,[x,y,z]);

(%o26)

 1 2 x
3 4 y
10 20 z


Ôóíêöiÿ submatrix ïîâåðòà¹ íîâó ìàòðèöþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç çàäàíî¨ ïiäìàòðèöi.

Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
submatrix(i1,...,iN, M,j1,...,jM)

submatrix(i1,...,iN,M)

submatrix(M,j1,...,jM)

Ïiäìàòðèöÿ áóäó¹òüñÿ òàê: ç ìàòðèöi M âèäàëÿþòüñÿ ðÿäêè i1,...,iN i j1,...,jM.
Ïðèêëàä (âèêîðèñòîâó¹ìî îñòàííié ðåçóëüòàò ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, âèäàëÿ¹ìî ïåðøèé
ðÿäîê òà äðóãèé ñòîâïåöü):

(%i27) submatrix(1,(%o26),2);

(%o27)

(
3 y
10 z

)
Äëÿ çàïîâíåííÿ ìàòðèöi çíà÷åííÿìè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà

matrixmap (àíàëîã map, apply, fullmap). Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
matrixmap(f,M) � ïîâåðòà¹ ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè i,j, ðiâíèìè f(M[i,j]).

(%i28) D:matrix([1,2],[3,4]);

(%o28)

(
1 2
3 4

)
(%i29) f(x):=x^3;

(%o29) f (x) := x3

(%i30) matrixmap(f,D);

(%o30)

(
1 8
27 64

)
Iñíó¹ ùå áàãàòî êîìàíä äëÿ ðîáîòè ç ìàòðèöÿìè, ¨õ äåòàëüíèé ðîçãëÿä çäiéñíåíî â

Ðîçäiëi 5, ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
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3.4 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 3

Ïðîòàáóëþâàòè ôóíêöiþ äëÿ áóäü-ÿêèõ 30 çíà÷åíü x, ðåçóëüòàòè âèâåñòè ó
âèãëÿäi ñïèñêó ÷èñëîâèõ çíà÷åíü y

3.1. f(x) =
10

x
;

3.2. f(x) = cos x3;

3.3. f(x) = e
1
x ;

3.4. f(x) = x2 lnx;

3.5. f(x) =
1

sinx
;

3.6. f(x) = ctg x+ cosx;

3.7. f(x) = (10− x2)2;

3.8. f(x) = tg
1√
x
;

3.9. f(x) = x2 sinx cosx;

3.10. f(x) =
5

x
+
x

5
.

Ç åíåðóâàòè ìàòðèöi 4 × 4 çà ïîäàíèìè ôîðìóëàìè, äî íèõ äîäàòè ðÿäêè òà
ñòîâïöi áóäü-ÿêèõ ÷èñåë, ùîá óòâîðèëèñü ìàòðèöi 6× 6

3.11. hi,j =
1

i2 + j2
;

3.12. hi,j = i+
1

j
;

3.13. hi,j = cos i+ sin j;

3.14. hi,j = ei−j;

3.15. hi,j = arctg i+ arcctg j;

3.16. hi,j =
1

i2 + j2
;

3.17. hi,j =
1

2− i+ j
;

3.18. hi,j = (i+ j)2;

3.19. hi,j = ln(i · j);

3.20. hi,j = 0.18i3 − 1.16j.
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Ðîçäië 4

Ãðàôi÷íi ìîæëèâîñòi Maxima

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâMaxima âèêîðèñòîâó¹ Gnuplot, ÿêèé âèêëèêà¹òüñÿ àâòîìàòè-
÷íî ïðè çàäàííi âiäïîâiäíèõ êîìàíä. Âçàãàëi âMaxima ìîæëèâi äâà ìåòîäè äëÿ ïîáóäîâè
ãðàôiêiâ:

1. Çàäàííÿ ñòàíäàðòíèõ ãðàôi÷íèõ êîìàíä plot2d, plot3d âèêëèêà¹ ñïëèâàþ÷å âi-
êíî Gnuplot, ùî ìiñòèòü íåîáõiäíèé ãðàôiê. Ïðîäîâæóâàòè ðîáîòó ç Maxima â öåé ÷àñ
íåìîæëèâî, ïîêè âiêíî íå çàêðè¹òüñÿ. Âèõiäíå âiêíî Gnuplot òà âiäïîâiäíèé ãðàôiê ìî-
æíà ìàñøòàáóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìèøêó. Òàêîæ çà äîïîìîãîþ ìèøêè ó 2d-ãðàôiêàõ
ìîæíà ðîáèòè âèìiðþâàííÿ, à 3d-ãðàôiêè ìîæëèâî îáåðòàòè ó âñiõ íàïðÿìêàõ.

2. Äîáàâëÿþ÷è âèðàç ¾wx¿ äî iìåí ãðàôi÷íèõ êîìàíä (plot2d, plot3d), ñòâîðþ¹òüñÿ
ìàëþíîê ôîðìàòó .png, ÿêèé âáóäîâàíèé ïðÿìî ó âiêíî wxMaxima . Îñêiëüêè ãðàôiê
çàëèøà¹òüñÿ âèäèìèì ïðîòÿãîì óñüîãî ñåàíñó Maxima, öåé ìåòîä êîðèñíèé äëÿ iíòåð-
àêòèâíî¨ ðîáîòè. Ïðàâà êíîïêà ìèøêè íà ãðàôiêó äîçâîëÿ¹ êîïiþâàòè â áóôåð îáìiíó àáî
çáåðiãàòè ÿê ôàéë. Òèì íå ìåíø, ç ïðè÷èíè ñâî¹¨ íèçüêî¨ ðîçäiëüíî¨ çäàòíîñòi, ïîäàëüøå
âèêîðèñòàííÿ ãðàôiêiâ, ñòâîðåíèõ òàêèì ÷èíîì, íå ¹ äîöiëüíèì.

4.1 Äâîâèìiðíi ãðàôiêè

Êîìàíäà plot � öå ñòàíäàðòíèé iíòåðôåéñ Gnuplot âiäMaxima , çðó÷íèé ó çàñòîñó-
âàííi, àëå íå äóæå ãíó÷êèé ùîäî çîâíiøíüîãî âèãëÿäó ãðàôiêè. Ïðè âèêîðèñòàííi öüîãî
iíòåðôåéñó íåìîæëèâî çìiíèòè çîâíiøíié âèãëÿä, ôîðìàò âèâîäó àáî âèõiäíèé ãðàôiê íà
êîíñîëi Gnuplot ïiñëÿ òîãî, ÿê ãðàôiê áóëî ïîáóäîâàíî.

Îñíîâíi êîìàíäè ãðàôi÷íîãî iíòåðôåéñó Plot:
plot2d(f(x),[x,a,b],opts) � áóäó¹ ãðàôiê ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó x ∈ [a, b] çà

äîïîìîãîþ îïöié opts.
plot2d([discrete,[x_list],[y_list]],opts) � áóäó¹ òî÷êè âêàçàíèõ çíà÷åíü

[x_list],[y_list] äâîõ îêðåìèõ ñïèñêiâ, ùî ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî x- òà y-êîîðäèíàòè
òî÷îê.

plot2d([discrete,[list]],opts) � iíøèé ñïîñiá ïîáóäîâè òî÷îê, êîëè âîíè çàäàíi
ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîãî ñïèñêó [x1,y1],[x2,y2]...

plot2d([parametric,x(t),y(t),[t,t1,t2]],opts) � áóäó¹ ïàðàìåòðè÷íó êðèâó ç
ïàðàìåòðîì t ∈ [t1, t2].

Ïîáóäó¹ìî ïðîñòèé ãðàôiê ôóíêöi¨ ç çàäàíèìè ìåæàìè ïî x; çìiíà ïî îñi y îá÷èñëþ-
¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî (Ðèñ. 4.1).

(%i1) plot2d(sin(x),[x,0,2*%pi]);

(%o1) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]
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Ðèñ. 4.1: Ïðîñòèé ãðàôiê ôóíêöi¨.

Êîìàíäà (wx)plot2d ìàëþ¹ êðèâó àáî âiäðiçêè ëiíi¨ ìiæ ïàðàìè òî÷îê ó äâîâèìiðíié
äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Äëÿ öüîãî ¹ òðè ìîæëèâîñòi, ÿêi ìîæóòü áóòè îá'¹äíàíi â
îäíié äiàãðàìi ðàçîì:

1. Ôóíêöiÿ y = f(x); âiäîáðàæåííÿ äiàïàçîíó âçäîâæ îñi x îãîëîøó¹òüñÿ ÿê [x,a,b],
îãîëîøåííÿ y-äiàïàçîíó íåîáîâ'ÿçêîâå.

2. Êðèâà â ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi x(t), y(t), ùî çàëåæèòü âiä äîâiëüíî îáðàíîãî ïà-
ðàìåòðà t. ßêùî öåé ïàðàìåòð íàñïðàâäi ìà¹ íàçâó ¾t¿, îãîëîøåííÿ äiàïàçîíó ìîæíà
îïóñòèòè. Ó öüîìó âèïàäêó t îòðèìó¹ çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì, ÿê öå çàçíà÷åíî çà
äîïîìîãîþ set_plot_option.

3. Îêðåìi òî÷êè, ÿêi ìîæíà ç'¹äíàòè (çàñòîñîâóþ÷è âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè) çà äîïî-
ìîãîþ ëiíiéíèõ ñåãìåíòiâ. Iñíó¹ äâi ìîæëèâîñòi äëÿ ïîçíà÷åííÿ òî÷îê: àáî â äâîõ îêðåìèõ
ñïèñêàõ, ùî ìiñòÿòü çíà÷åííÿ x i y âiäïîâiäíî, àáî â îäíîìó âêëàäåíîìó ñïèñêó, ÿêèé
ìiñòèòü òî÷êè, äå êîæíà òî÷êà ïðåäñòàâëÿ¹ ñïèñîê, ùî ìiñòèòü éîãî x-çíà÷åííÿ òà y-
çíà÷åííÿ.

ßêùî íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè äâà ãðàôiêè íà îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, iç âiäïîâiä-
íèõ ôóíêöié íåîáõiäíî ñôîðìóâàòè ñïèñîê â êâàäðàòíèõ äóæêàõ. Ïðîìiæîê çìiííèõ áóäå
ñïiëüíèì.

(%i2) wxplot2d([sin(x),cos(x)],[x,0,2*%pi]);

Ðèñ. 4.2: Äâà ãðàôiêè íà îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Ïîáóäó¹ìî ãðàôiê ìíîæèíè òî÷îê, ç'¹äíàíèõ âiäðiçêàìè. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî çàäàòè
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x- òà y-çíà÷åííÿ ñïèñêó (ÿêi ¹ êîîðäèíàòàìè òî÷îê):

(%i9) x_list:[1,1,3,3,1];

(%o9) [1, 1, 3, 3, 1]

(%i10) y_list:[1,3,3,1,1];

(%o10) [1, 3, 3, 1, 1]

Çîáðàçèìî äâà òî÷êîâèõ ãðàôiêà â îäíié äiàãðàìi ç îáîìà ñïîñîáàìè çàäàííÿ òî÷îê.
Òî÷êè ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè ëiíi¨ çà çàìîâ÷óâàííÿì.

(%i11) plot2d([[discrete,x_list,y_list],

[discrete,[[3,1],[5,3],[3,5],[1,3],[3,1]]]],

[x,0,6],[y,0,6]);

(%o11) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.3: Òî÷êîâi ãðàôiêè.

Ðîçãëÿíåìî äîäàòêîâi îïöi¨ opts äîêëàäíiøå. Öå íåîáîâ'ÿçêîâi ïàðàìåòðè, ùî äîçâî-
ëÿþòü àäàïòóâàòè ãðàôiêó äî ïîòðiáíèõ âèìîã ñòîñîâíî êîëüîðiâ, òèïiâ ëiíié, ðîçìiðiâ,
ìiòîê, ôîðìàòiâ âèâîäó òîùî. Îïöi¨ � öå ñïèñêè, ÿêi â îñíîâíîìó ìiñòÿòü äâà åëåìåíòè:
ïåðøèé åëåìåíò � öå çàâæäè iì'ÿ ïàðàìåòðà, äðóãèì åëåìåíòîì ¹ ïîâ'ÿçàíi ç öèì ïàðà-
ìåòðîì çíà÷åííÿ. Îïöi¨ ìîæóòü âèñòóïàòè äîäàòêîâèìè ïàðàìåòðàìè â êîæíié êîìàíäi
ãðàôiêà; âîíè òàêîæ ìîæóòü áóòè çàçíà÷íi ÿê çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì çà äîïîìîãîþ
êîìàíäè set_plot_option. Êîìàíäà plot_options ïîêàçó¹ âñi çíà÷åííÿ çà çàìîâ÷óâàííÿì
â îïöiÿõ.

ßêùî íåîáõiäíî, ùîá áóëè ïîáóäîâàíi ïðîñòî òî÷êè, áåç ç'¹äíàííÿ ¨õ ëiíiÿìè, ó êî-
ìàíäi plot2d ïîòðiáíî äîäàòè îïöiþ [style,[points,m,n,k]], äå m � ¨¨ ðîçìið, n � ¨¨ êîëið,
k � òèï òî÷êè. Òèïiâ òî÷îê ìîæíà çàäàòè 6.

Êîìàíäà [style,[lines,m,n]] êåðó¹ âèãëÿäîì ëiíié, òóò m � ¨¨ òîâùèíà, n � ¨¨ êîëið.
Êîëüîðiâ ìîæíà çàäàòè 6 (0 = cyan, 1 = blue, 2 = red, 3 = green, 4 = majenta, 5 = black).

[legend, "leg_1 "leg_2 ...] � ïiäïèñó¹ ëiíi¨ íà ãðàôiêó.
[xlabel,"name_x"], [ylabel,"name_y"]) � ïiäïèñó¹ îñi êîîðäèíàò.
[nticks,N] � êiëüêiñòü òî÷îê, ïî ÿêèì áóäó¹òüñÿ ãðàôiê.
[axes,solid] � âèäiëÿ¹ îñi âèðàçíiøèìè ëiíiÿìè.
[same_xy] � âñòàíîâëþ¹ îäíàêîâèé ìàñøòàá ïî îñÿõ.
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Ðèñ. 4.4: Êîëið ëiíié òà òèïè òî÷îê.

Çíà÷åííÿ false ïiñëÿ êîìè âiäêëþ÷à¹ äàíó îïöiþ, íàïðèêëàä ïðè çàäàííi êîìàíäè
[legend,false] ëåãåíäè êðèâèõ âçàãàëi íå áóäóòü âiäîáðàæàòèñü.

Íåõàé ìà¹ìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ìåòîäîì íàòóðíèõ äîñëiäæåíü ïðîâåäåíî çáið åêñïåðè-
ìåíòàëüíèõ äàíèõ, â ÿêèõ äåÿêà âåëè÷èíà y çàëåæèòü âiä çìiííî¨ x. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè:
x = [1.389, 4.722, 5.000, 6.944, 8.611], y = [30, 34, 38, 44, 46]. Ìîæíà ïðîâåñòè ðåãðåñiéíèé
àíàëiç äàíèõ òà âñòàíîâèòè ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü:

y = 25.713 + 2.379x � ëiíiéíà àïðîêñèìàöiÿ;
y = 27.463 + 1.443x+ 0.0945x2 � êâàäðàòè÷íà àïðîêñèìàöiÿ.
Íåîáõiäíî çðîáèòè ãðàôiêè òðüîõ âèäiâ íà îäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Êîä áóäå íàñòó-

ïíèé:
(%i12) wxplot2d([25.713+2.379*x,27.463+1.443*x+0.0945*x^2,

[discrete, [1.389,4.722,5.000,6.944,8.611], [30,34,38,44,46]]],

[x,-3,13],[style,[lines,3,1],[lines,3,3],[points,4,2,14]],

[box,false],[legend,"Ëiíiéíå íàáëèæåííÿ","Êâàäðàòè÷íå íàáëèæåííÿ",

"Âèõiäíi äàíi"]);

Ðèñ. 4.5: Ãðàôiêè ðåçóëüòàòiâ ðåãðåñiéíîãî àíàëiçó.
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4.2 Ïàðàìåòðè÷íå òà ïîëÿðíå çàäàííÿ ôóíêöié

Ïðè ïàðàìåòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi x = φ(t); y = ψ(t),
t ∈ [t1, t2]. Êîìàíäà Maxima ïîáóäîâè ãðàôiêà â òàêîìó ðàçi:

plot2d([parametric,%phi(t),%psi(t),[t,t1,t2],[nticks,N]]).

Äîäàòêîâó îïöiþ nticks â öié êîìàíäi êðàùå äîïèñóâàòè i ïðèéìàòè ðiâíîþ 80-100,
öå çáiëüøèòü ãëàäêiñòü êðèâî¨.

Ðèñ. 4.6: ¾Êîëî¿ òà êîëî ç âèêîðèñòàííÿì [same_xy].

Íàìàëþ¹ìî, íàïðèêëàä, êîëî ââåäåííÿì êîìàíäè

(%i1) plot2d([parametric,sin(t),cos(t),[t,0,2*%pi],[nticks,100]]);

(%o1) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Âèâåäåíèé íà åêðàí ãðàôiê âèÿâèòüñÿ çîâñiì íå êîëîì, à åëiïñîì (Ðèñ. 4.6). Ïðè÷èíà
â òîìó, ùîMaxima ñàìîâiëüíî çìiíþ¹ ìàñøòàá îñåé ãðàôiêà, äëÿ êðàùî¨ ÷èòàíîñòi. ßêùî
ïîòðiáíå ñ�àìå íàìàëüîâàíå êîëî, íåîáõiäíî äîäàòè îïöiþ [same_xy].

(%i2) plot2d([parametric,sin(t),cos(t),[t,0,2*%pi],[nticks,100]],

[same_xy]);

(%o2) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

ßêùî îáðàìëåííÿ çîâíiøíiìè ìåæàìè íå ïîòðiáíå, â îïöiÿõ ïîòðiáíî äîäàòè
[box,false]. Ùîá îòðèìàíèé ãðàôiê íå äîòèêàâñÿ ìåæ áîêñà, íåîáõiäíî äîïèñàòè ÿâíî
ìåæi çìií x òà y, íàïèêëàä, [x,-1.5,1.5], [y,-1.5,1.5].

Ùå ïðèêëàäè: ôiãóðà Ëiñàæó òà êàðäiî¨äà Ïàñêàëÿ (Ðèñ. 4.7).

(%i3) wxplot2d([parametric,sin(3*t),sin(4*t),

[t,0,2*%pi]],[nticks,100],[same_xy])$
(%i4) wxplot2d([parametric,2*cos(t)*(1+cos(t)),2*sin(t)*(1+cos(t)),

[t,0,2*%pi]],[nticks,100],[same_xy])$
Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôèêó â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ïîòðiáíî çàäàòè çàëåæíiñòü ïîëÿð-

íîãî ðàäióñà âiä ïîëÿðíîãî êóòà. Íåõàé ρ = ρ(θ) (a ≤ θ ≤ b) � òàêà çàëåæíiñòü. Òîãäà
ãðàôiê öi¹¨ ôóíêöi¨ â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ìîæíà ïîáóäóâàòè, çàäàâøè äëÿ ôóíêöi¨
plot2d îïöiþ [gnuplot_preamble,set polar;set zeroaxis]. Öÿ îïöiÿ áóäå äiÿòè ëèøå
çà óìîâè, ùî âèáðàíèé ôîðìàò ãðàôiêó Gnuplot.

�, îäíàê, ñïîñiá, ÿêèé ñïðîùó¹ ïîáóäîâó ãðàôiêà â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ, i çâîäèòü
éîãî äî çâè÷íî¨ ôîðìè íàïèñàííÿ. Öå çàïðîâàäæåííÿ íîâî¨ êîìàíäè plot_polar:
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Ðèñ. 4.7: Ôiãóðà Ëiñàæó, êàðäiî¨äà.

plot_polar(expr,range):=block([theta_var: range[1]],plot2d(

['parametric,cos(theta_var)*expr,sin(theta_var)*expr,range,[nticks,100]]));

Îäèí ðàç ââiâøè òàêó ôóíêöiþ âMaxima, ïðîòÿãîì ñåñi¨ ìîæíà êîðèñòóâàòèñü òàêèì
ñèíòàêñèñîì: plot_polar(f(t),[t,t1,t2]).

Íàêðåñëèìî äëÿ ïðèêëàäó ãðàôiêè ôóíêöié ρ = sin θ + 2 cos 2θ; ρ = 3θ2 (Ðèñ. 4.8).

(%i5) plot_polar(sin(t)+2*cos(2*t),[t,0,%pi]);

(%o5) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i6) plot_polar(3*t^2,[t,0,5*%pi]);

(%o6) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Çíîâó æ òàêè, òîâùèíó òà ñòèëü ëiíi¨ ìîæíà ðåãóëþâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è îïöiþ
style (íàïðèêëàä, [style,[lines,3,3]] âèäà¹ òîâùèíó 3 i çåëåíèé êîëið).

Ðèñ. 4.8: Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè.

38



4.3 Òðèâèìiðíi ãðàôiêè

3d-îá'¹êòè ó Maxima ìîæóòü áóòè óòâîðåíi äâîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè:
1. Çàäàíà ôóíêöiÿ z = f(x, y); äiàïàçîíè äëÿ x-çíà÷åíü òà y-çíà÷åíü ïîâèííi áóòè

îãîëîøåíi, z-äiàïàçîí ïðè öüîìó îá÷èñëþ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî.
2. Çàäàíà ôóíêöiÿ ó ïàðàìåòðè÷íié ôîðìi fx(u, v), fy(u, v), fz(u, v), ùî çàëåæàòü

âiä äâîõ (âèáið ïîçíà÷åíü äîâiëüíèé) ïàðàìåòðiâ u i v. Íåîáõiäíî îãîëîñèòè äiàïàçîíè
ïàðàìåòðiâ u i v, äiàïàçîíè êîîðäèíàò fx, fy i fz íå îãîëîøóþòüñÿ.

Ñèíòàêñèñ êîìàíäè:
(wx)plot3d(f(x,y),[x,a,b],[y,c,d]) � ïðÿìå çàäàííÿ ôóíêöi¨ z = f(x, y);
(wx)plot3d([fx,fy,fz],[u,a,b],[v,c,d]) � ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ ôóíêöi¨.
Íàêðåñëèìî äâi íàñòóïíi ôóíêöi¨ äëÿ äåìîíñòðàöi¨ îáîõ âèïàäêiâ (Ðèñ. 4.9):

z(x, y) =
1

1 + x2 + y2
;


fx(u, v) = cosu;

fy(u, v) = v;

fz(u, v) = u+ sin v.

(%i1) plot3d(1/(1+x^2+y^2),[x,-2,2],[y,-2,2]);

(%o1) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i2) plot3d([cos(u),v,u+sin(v)],[u,0,2*%pi],[v,0,2*%pi],[same_xy])$

(%o2) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.9: Òðèâèìiðíi ãðàôiêè.

ßêùî ¹ ïîòðåáà ìàòè âáóäîâàíi â òiëî äîêóìåíòó wxMaxima ãðàôiêè, íåîáõiäíî
ââîäèòè æ ñàìi êîìàíäè, àëå ó âèãëÿäi wxplot3d. Àëå ïðè öüîìó âòðà÷à¹òüñÿ äóæå êîðèñíà
âëàñòèâiñòü ïîáóäîâàíèõ ó Gnuplot ãðàôiêiâ: ¨õ ìîæíà îáåðòàòè ìèøêîþ, ìiíÿþ÷è îãëÿä
òà êóò çîðó.

Îïöiÿ [palette,false] âiäêëþ÷à¹ êîëüîðîâå çàáàðâëåííÿ ïîâåðõíi, çàëèøàþ÷è ëiíi¨
õàðàêòåðèñòèê.

Îïöiÿ [same_xyz] � ðîáèòü ìàñøòàáè âñiõ îñåé îäíàêîâèìè.
Êîìàíäà contour_plot(f(x,y),[x,a,b],[y,c,d]) � çîáðàæà¹ ëiíi¨ ðiâíiâ ôóí-

êöi¨ äâîõ çìiííèõ, ¨õ ÷èñëî òà êîëið ìîæóòü áóòè çàçíà÷åíi âèêîðèñòàâøè îïöiþ
gnuplot_preamble.

(%i3) plot3d(cos(x)*sin(y),[x,0,2*%pi],[y,0,2*%pi],[palette,false]);

(%o3) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]
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(%i4) contour_plot(cos(x)*sin(y),[x,0,2*%pi],[y,0,2*%pi]);

(%o4) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.10: Ôóíêöiÿ z = sinx · cos y òà ¨¨ ëiíi¨ ðiâíiâ.

Îïöi¨ [nticks,N] òà [adapt_depth,N] çàäàþòü ÷èñëî òà ìàêñèìàëüíó ìíîæèíó ïî÷à-
òêîâèõ òî÷îê äëÿ ïîáóäîâè êðèâî¨. Âîíè ïîòðiáíi, ùîá çîáðàæåíà ïîâåðõíÿ áóëà äîñòàòíüî
¾ãëàäêîþ¿.

Îïöiÿ [grid,Nx,Ny] � âêàçó¹, ñêiëüêîìà òî÷êàìè ïîëiãîíó áóäå àïðîêñèìóâàòèñü
êðèâà õàðàêòåðèñòèê. Öÿ êîìàíäà ç ¾ïëàâíî¨¿ êðèâî¨ ðîáèòü âiäðiçêè ïðÿìèõ. Íàïðèêëàä,
ïîáóäîâàíà âèùå ïîâåðõíÿ z(x, y) = 1

1+x2+y2
ç äîäàâàííÿì [grid,5,5] áóäå âèãëÿäàòè òàê,

ÿê çîáðàæåíî íà Ðèñ 4.11. Ç äîïîìîãîþ grid ìîæíà çîáðàçèòè ïðîñòîðîâó êðèâó ( âèíòîâó
ëiíiþ), áåç ¨¨ çàñòîñóâàííÿ öÿ êðèâà áóëà á çàíàäòî ¾ëàìàíîþ¿.

(%i5) plot3d(1/(1+x^2+y^2),[x,-1,1],[y,-1,1],[grid,5,5]);

(%o5) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

(%i6) plot3d([sin(u),cos(u),3*u],[u,0,6*%pi],[v,0,1],[grid,100,100]);

(%o6) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 4.11: Çàñòîñóâàííÿ îïöi¨ grid.

Ùå äåÿêi ïðèêëàäè ïðîñòîðîâèõ ïîâåðõîíü � îäíîñòîðîííié ëèñò Ìåáióñà òà îäè-
íè÷íà ñôåðà (óâàæíèé ÷èòà÷ îäðàçó âïiçíà¹ â êîìàíäàõ âèðàçè äëÿ x, y, z ó ñôåðè÷íié
ñèñòåìi êîîðäèíàò).

40



(%i7) plot3d([cos(u)*(3+v*cos(u/2)),sin(u)*(3+v*cos(u/2)),v*sin(u/2)],

[u,-%pi,%pi],[v,-1,1]);

plot3d([cos(u)*sin(v),sin(u)*sin(v),cos(v)],[u,-%pi/2,%pi/2],

[v,0,2*%pi],[same_xy],[palette,false],[legend, "Sphere"]);

Ðèñ. 4.12: Ëèñò Ìåáióñà òà îäèíè÷íà ñôåðà.

4.4 Ôóíêöi¨, çàäàíi íåÿâíî

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêiâ ôóíêöié, çàäàíèõ íåÿâíèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàí-
äà plot2d, ó ÿêié íåîáõiäíî âêàçàòè âèðàç (àáî êiëüêà âèðàçiâ), òà îáîâ'ÿçêîâî iíòåðâàë
çìiííèõ ÿê ïî x, òàê i ïî y. Ñèíòàêñèñ â òàêîìó âèïàäêó:

plot2d([eqn1,eqn2,...],[x,a,b],[y,c,d],opts).
▶ Íàêðåñëèòè ãðàôiêè íåÿâíèõ ôóíêöié: xy2 = x− y3, xy = x2 − y (Ðèñ. 4.13(a)).

(%i1) plot2d([x*y^2=x-y^3,x*y=x^2-y],[x,-6,6],[y,-4,4],

[legend,"expr1","expr2"]);

Ðèñ. 4.13: Ãðàôiêè íåÿâíî çàäàíèõ ôóíêöié ÷åðåç plot (a) òà implicit_plot (á).
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Ïîðÿä ç öèì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äîäàòêîâèé ïàêåò implicit_plot, ÿêîãî òðåáà
çàâàíòàæóâàòè îêðåìî. Ñèíòàêñèñ êîìàíäè:

implicit_plot([eqn1(x,y),eqn2(x,y),...],[x,a,b],[y,c,d]),
òóò eqni(x,y) � îäíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ x òà y àáî ñïèñîê ñïiââiäíîøåíü, [x,a,b]

� çàäàííÿ çìiíè ïî x, [y,c,d] � çàäàííÿ çìiíè ïî y.
▶ Çîáðàçèòè ãðàôiê êðèâî¨ x+ y = sinxy.

(%i9) implicit_plot(x+y=sin(x*y),[x,-5,5],[y,-5,5],[same_xy]);

(%o9) done

Ãðàôiê íà Ðèñ. 4.13(á). Âèäíî, ùî ÿêiñòü òà ÷iòêiñòü ìàëþíêà ç êîìàíäîþ plot ¹ âèùîþ,
îñêiëüêè àëãîðèòì ïîáóäîâè ãðàôiêà ¹ iíøèì.

4.5 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 4

Äâîâèìiðíi ãðàôiêè

4.1. Íàêðåñëèòè ãðàôiêè ôóíêöié: y = x, y = −x, y = x sinx, x ∈ [−5π, 5π]. Âèäiëèòè îñi,
ïiäïèñàòè êðèâi ¾Ìåðêóðié¿, ¾Âåíåðà¿, ¾Ìàðñ¿.

4.2. Íàêðåñëèòè ãðàôiêè ôóíêöié: y = e−x2
, y = −

√
x, y = lnx, x ∈ [−6, 6], y ∈ [−4, 4]. Âè-

äiëèòè îñi, íàçâàòè ¨õ ¾âiäñòàíü¿, ¾÷àñ¿. Ïiäïèñàòè êðèâi ¾Ãàóññ¿, ¾Êîðiíü¿, ¾Ëîãàðèôì¿.

4.3. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ôóíêöi¨: y = cos(t3), t ∈ [−3, 3]. Ãðàôiê íå ïîâèíåí äîòèêàòèñü äî
ìåæ áîêñà. Çíàéòè áóäü-ÿêi òðè òî÷êè, ùî íàëåæàòü öié êðèâié, çîáðàçèòè ¨õ íà ãðàôiêó
çiðî÷êàìè ÷îðíîãî êîëüîðó.

4.4. Íàêðåñëèòè ãðàôiê íåÿâíî¨ ôóíêöi¨: shx = x2 + y2, x ∈ [−1, 5], y ∈ [−5, 5]. Âèäiëèòè
îñi, íàçâàòè ¨õ ¾àìïëiòóäà¿, ¾êîîðäèíàòà¿.

4.5. Íàêðåñëèòè äèñêðåòíi ãðàôiêè: òî÷êè ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè (0,0), (3,2), (6,0), (4,3), (6,6),
(3,4), (0,6), (2,3), (0,0); îêðåìi òî÷êè (òðèêóòíèêè) (3,1), (5,3), (3,5), (1,3). Ìàñøòàá îñåé
çðîáèòè îäíàêîâèì, ïiäïèñàòè íàáîðè òî÷îê: ¾Çiðêà¿, ¾Ðîìá¿.

4.6. Íàêðåñëèòè äèñêðåòíi ãðàôiêè: òî÷êè ç'¹äíàíi âiäðiçêàìè (1,1), (4,5), (9,5), (9,1), (1,1);
îêðåìi òî÷êè (õðåñòèêè) (4,1), (6.5,3), (9,5); x ∈ [−2, 8], y ∈ [−2, 8]. Ìàñøòàá îñåé çðîáèòè
îäíàêîâèì, ïiäïèñàòè íàáîðè òî÷îê: ¾Òðàïåöiÿ¿, ¾Òî÷êè¿.

4.7. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨: x = 20(cos t + 0.2 cos 5t); y = 20(sin t −
0.2 sin 5t), t ∈ [0, 2π]. Òîâùèíó ëiíié çðîáèòè 4, êîëið ÷åðâîíèé, ìàñøòàá îñåé îäíàêîâèé.
Ïîçíà÷èòè íà ãðàôiêó òàêi òî÷êè: ïðè t = 1.5, t = 3.5, t = 5.5.

4.8. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ïîëÿðíî¨ ôóíêöi¨: ρ = (θ + 1)2, θ ∈ [−2π, 2π]. Òîâùèíó ëiíié
çðîáèòè 3, êîëið ÷îðíèé. Ïîçíà÷èòè íà ãðàôiêó äâi òî÷êè: ïðè θ = −5 òà θ = 5.

4.9. Íàêðåñëèòè ãðàôiê ïàðàìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨: x = sin 5t cos t; y = sin 5t sin t, t ∈ [0, 2π].
Òîâùèíó ëiíié çðîáèòè 3, êîëið ÷îðíèé, ìàñøòàá îñåé îäíàêîâèé. Ïîçíà÷èòè íà ãðàôiêó
òàêi òî÷êè: ïðè t = 0.5π, t = 1.3π, t = 1.7π.

4.10. Íàêðåñëèòè ãðàôiê íåÿâíî¨ ôóíêöi¨: x4−96x2 = y4−100y2, x ∈ [−22, 22], y ∈ [−22, 22].
Âèäiëèòè îñi, íàçâàòè ¨õ ¾÷àñ¿, ¾âiäñòàíü¿.
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Òðèâèìiðíi ãðàôiêè

4.11. Ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ: sin(x2 + y2); x ∈ [0, 3], y ∈ [0, 3]. Ïiäïèñàòè îñi ¾Ïiâíi÷¿,
¾Ïiâäåíü¿, ¾Çàõiä¿.

4.12. Ïîáóäóâàòè òîð: fx = (3 + cos v) cosu; fy = (3 + cos v) sinu; fz = sin v; u ∈
[0, 2π], v ∈ [−π, π]. Çìiíèòè ìåæi òàê, ùîá âií ñòàâ çðiçàíèì.

4.13. Ïîáóäóâàòè ãiïåðáîëî¨ä: fx = (5+ ch v) cosu; fy = (5+ ch v) sinu; fz = sh v; u ∈
[0, 2π], v ∈ [−π, π]. Çìiíèòè ìåæi òàê, ùîá âií ñòàâ çðiçàíèì.

4.14. Ïîáóäóâàòè ãåëiêî¨ä: fx = u sin v; fy = u cos v; fz = v/3; u ∈ [−1, 1], v ∈ [0, 10].

4.15. Ïîáóäóâàòè ìóøëþ ðàâëèêà: fx = 1.16v · cos v(1 + cosu); fy = −1.16v · sin v(1 +
cosu); fz = −2·1.16v ·(1+sinu); u ∈ [0, 2π], v ∈ [−10, 6]. Âñòàíîâèòè îïöiþ çãëàäæóâàííÿ
[100,100].

4.16. Ïîáóäóâàòè êîíóñ äâîìà ñïîñîáàìè: ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ fx = sinu cos v; fy =

sinu sin v; fz = | sinu|; u ∈ [0, 5], v ∈ [0, 5]; ïðÿìå çàäàííÿ z = 3
√
x2/4 + y2/4; x ∈

[−5, 5], y ∈ [−5, 5]. Çìiíèòè ìåæi òàê, ùîá âií ñòàâ çðiçàíèì.

4.17. Ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ: z = 20e−x2−y2 −10; x ∈ [0, 2]; y ∈ [−3, 3]. Çîáðàçèòè êîíòóðíi
ëiíi¨ öi¹¨ ïîâåðõíi.

4.18. Ïîáóäóâàòè ïðîñòîðîâó êðèâó ¾òîðíàäî¿: fx = u cosu; fy = u sinu; fz = u; u ∈
[0, 8π], v ∈ [0, 3]. Âñòàíîâèòè îïöiþ çãëàäæóâàííÿ [100,100].

4.19. Ïîáóäóâàòè öèëiíäð: fx = sinu; fy = cosu; fz = v; u ∈ [0, 2π], v ∈ [0, 2]. Ìàñ-
øòàá îñåé çðîáèòè îäíàêîâèì, ðîçôàðáóâàííÿ âèìêíóòè.

4.20. Ïîáóäóâàòè ïîâåðõíþ: fx = cosu cos v; fy = cosu sin v; fz = sh v; u ∈ [0, π], v ∈
[0, π].
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Ðîçäië 5

Çàäà÷i ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Ïàêåò Maxima ìiñòèòü âåëèêå ÷èñëî ôóíêöié äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷
ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Îñíîâíi âiäîìîñòi ïðî ìàòðèöi âæå áóëè ðîçãëÿíóòi ðàíiøå, â Ðîçäiëi 4.
Çàðàç çóïèíèìîñü äîêëàäíiøå íà çàñòîñóâàííi ìàòðèöü òà îïåðàöiÿõ ç íèìè.

5.1 Îñíîâíi îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè

Iíòåðôåéñ wxMaxima äîñòàòíüî çðó÷íèé, âií íå ïîòðåáó¹ âðó÷íó ââîäèòè äàíi äëÿ
âèêëèêó êîìàíäè matrix (â ÷èñëåííèõ êâàäðàòíèõ äóæêàõ ìîæíà ëåãêî çàãóáèòèñü). Ïî-
òðiáíî çàïîâíèòè äîïîìiæíi ôîðìè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïóíêòè ìåíþ ¾Àëãåáðà � Ñòâîðèòè
ìàòðèöþ¿ àáî ¾Ñòâîðèòè ìàòðèöþ çà âèðàçîì¿. Ïðè öüîìó ç'ÿâèòüñÿ âiêíî ç êîìiðêàìè
äëÿ ââåäåííÿ ÷èñåë.

Íàãàäà¹ìî îñíîâè. Â Maxima íà ìàòðèöÿõ îçíà÷åíi çâè÷íi îïåðàöi¨ äîìíîæåííÿ íà
÷èñëî, äîäàâàííÿ òà ìàòðè÷íîãî ìíîæåííÿ. Îñòàíí¹ ðåàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ áiíàðíî¨
îïåðàöi¨ ¾.¿ (íèæíÿ êðàïêà). Ðîçìiðíîñòi ìàòðèöü-ñïiâìíîæíèêiâ ìàþòü áóòè óçãîäæåíi.

(%i1) M:matrix([1,2,3],[4,5,6]);

(%o1)

(
1 2 3
4 5 6

)
(%i2) N:matrix([1,-2],[2,-3],[3,-4]);

(%o2)

1 −2
2 −3
3 −4


ßêùî ìàòðèöÿ � ëiâèé ñïiâìíîæíèê, òî ïðàâèì ñïiâìíîæíèêîì ìîæå áóòè âåêòîð-

ñòîâïåöü, âåêòîð-ðÿäîê àáî ñïèñîê.Maxima äîçâîëÿ¹ òàêîæ ïiäíîñèòè ìàòðèöi äî ñòåïåíÿ,
àëå ôàêòè÷íî öÿ îïåðàöiÿ çàñòîñîâó¹òüñÿ äî êîæíîãî åëåìåíòà.

(%i3) M.N;

(%o3)

(
14 −20
32 −47

)
transpose(M) � òðàíñïîíó¹ ìàòðèöþ.
invert(M) � øóêà¹ îáåðíåíó ìàòðèöþ.
determinant(M) � çíàõîäèòü äåòåðìiíàíò ìàòðèöi.

(%i4) M2:transpose(M);

(%o4)

1 4
2 5
3 6
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(%i5) K:(%o3);

(%o5)

(
14 −20
32 −47

)
(%i6) invK:invert(K);

(%o6)

(
47
18

−10
9

16
9

−7
9

)
(%i7) K.invK;

(%o7)

(
1 0
0 1

)
(%i8) determinant(K);

(%o8) − 18

(%i9) determinant(invK);

(%o9) − 1

18

charpoly(M,%lambda) � îá÷èñëþ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìàòðèöi (M � ìàòðè-
öÿ, λ � çìiííà, âiäíîñíî ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ ïîëiíîì). Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ¹
âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi.

(%i10) charpoly(K,%lambda);

(%o10) (−λ− 47) · (14− λ) + 640

(%i11) ratsimp(%o10);

(%o11) λ2 + 33 · λ− 18

(%i12) solve((%o11)=0,%lambda);

(%o12) [λ = −3 ·
√
129 + 33

2
, λ =

3 ·
√
129− 33

2
]

Îäíàê äëÿ îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi çàçâè÷àé âèêîðè-
ñòîâóþòü ñïåöiàëüíi êîìàíäè: eigenvalues òà eigenvectors.

eigenvalues(M) � îá÷èñëþ¹ âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi àíàëiòè÷íî, ÿêùî öå ìîæëèâî.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ solve.
Ðåçóëüòàò ïîâåðòà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñïèñêà, ùî ìiñòèòü äâà ïiäñïèñêè. Ïåðøèé ìiñòèòü âëàñíi
çíà÷åííÿ, à äðóãèé � ¨õ êðàòíîñòi.

(%i13) eigenvalues(K);

(%o13) [[−3 ·
√
129 + 33

2
,
3 ·

√
129− 33

2
], [1, 1]]

eigenvectors(M) � àíàëiòè÷íî îá÷èñëþ¹ âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi,
ÿêùî öå ìîæëèâî. Âîíà ïîâåðòà¹ ñïèñîê, ïåðøèé åëåìåíò ÿêîãî � ñïèñîê âëàñíèõ ÷èñåë
(àíàëîãi÷íî äî eigenvalues), à äàëi éäóòü âëàñíi âåêòîðè, êîæåí ç ÿêèõ ïðåäñòàâëåíèé
ÿê ñïèñîê ñâî¨õ ïðîåêöié.

(%i14) eigenvectors(K);

(%o14) [[[−3 ·
√
129 + 33

2
,
3 ·

√
129− 33

2
], [1, 1]], [[[1,

3 ·
√
129 + 61

40
]], [[1,−3 ·

√
129− 61

40
]]]]
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Ôóíêöiÿ uniteigenvectors âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êîìàíäè eigenvectors òèì, ùî ïîâåð-
òà¹ íîðìîâàíi íà îäèíèöþ âëàñíi âåêòîðè.

Maxima âêëþ÷à¹ â ñåáå ñïåöiàëüíó ôóíêöiþ äëÿ îá÷èñëåííÿ îðòîíîðìîâàíîãî íàáî-
ðó âåêòîðiâ iç çàäàíîãî. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì Ãðàìà-Øìiäòà. Ñèíòà-
êñèñ âèêëèêó:

gramschmidt(M) àáî gschmidt(M).
Àðãóìåíò ôóíêöi¨ � ìàòðèöÿ àáî ñïèñîê. ßê êîìïîíåíòè ñèñòåìè âåêòîðiâ, íà áà-

çi ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ ðÿäêè ìàòðèöi M àáî ïiäñïèñêè
ñïèñêó M. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè ïàêåò ¾eigen¿.

(%i15) load(eigen);

(%i16) L:gramschmidt(M);

(%o16) [[1, 2, 3], [
22 · 3
7

,
3

7
,−2 · 3

7
]]

(%i17) L[1].L[2];

(%o17)
22 · 3
7

− 12

7

(%i18) ratsimp(%o17);

(%o18) 0

Ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi äî òðèêóòíî¨ ôîðìè çäiéñíþ¹òüñÿ ìåòîäîì âèêëþ÷åí-
íÿ Ãàóññà çà äîïîìîãîþ êîìàíäè echelon(M). Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äà¹ êîìàíäà
triangularize(M), âiäìiííîñòi ïîëÿãàþòü â òîìó, ùî echelon íîðìó¹ äiàãîíàëüíèé åëå-
ìåíò íà 1, à triangularize � íi.

(%i19) triangularize(K);

(%o19)

(
14 −20
0 −18

)
(%i20) echelon(K);

(%o20)

(
1 −10

7

0 1

)
Äëÿ ðîçðàõóíêó ðàíãó ìàòðèöi (ïîðÿäêó íàéáiëüøîãî íåâèðîäæåíîãî ìiíîðà ìàòðè-

öi) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà rank(M).

(%i21) rank(M);

(%o21) 2

(%i22) rank(N);

(%o22) 2

(%i23) echelon(N);

(%o23)

1 −2
0 1
0 0


Ìiíîð ìàòðèöi çíàõîäèòüñÿ êîìàíäîþ minor(M,i,j), äå M � ìàòðèöÿ, i,j � iíäåêñè

åëåìåíòó, äëÿ ÿêîãî îá÷èñëþ¹òüñÿ ìiíîð.
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(%i24) minor(M,1,1);

(%o24)
(
5 6

)
(%i25) minor(N,2,2);

(%o25)

(
1
3

)

5.2 Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

Íåõàé ìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü:
x+ 2y + 10z = −15;

2x+ 4y − z = 12;

x+ y − 3z = 9.

Ñïðîáó¹ìî ðîçâ'ÿçàòè ¨¨, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ðiçíi ïiäõîäè.

5.2.1 Ñòàíäàðòíèé ìåòîä solve

Íàãàäà¹ìî ñèíòàêñèñ êîìàíäè solve äëÿ ñèñòåì: íåîáõiäíî ñôîðìóâàòè ñïèñîê iç
ðiâíÿíü, òà â êiíöi âèïèñàòè ñïèñêîì çìiííi, âiäíîñíî ÿêèõ øóêàòè ðîçâ'ÿçîê.

(%i1) solve([x+2*y+10*z=-15,

2*x+4*y-z=12,

x+y-3*z=9],

[x,y,z]);

(%o1) [[x = 1, y = 2, z = −2]]

5.2.2 Ìåòîä Êðàìåðà

Çíàéäåìî îñíîâíèé âèçíà÷íèê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè çìiííèõ.

(%i2) D:matrix([1,2,10],[2,4,-1],[1,1,-3]);

(%o2)

1 2 10
2 4 −1
1 1 −3


(%i3) %Delta:determinant(D);

(%o3) − 21

Îñêiëüêè ∆ ̸= 0, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî òåïåð äîäàòêîâi âèçíà÷íè-
êè, ÿêi óòâîðþþòüñÿ ïiäñòàíîâêîþ ñòîâï÷èêà ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü çàìiñòü âiäïîâiäíîãî
ñòîâï÷èêà êîåôiöi¹íòiâ ïðè êîæíié çìiííié.

(%i2) D:matrix([1,2,10],[2,4,-1],[1,1,-3]);

(%o2)

1 2 10
2 4 −1
1 1 −3


(%i3) %Delta:determinant(D);

(%o3) − 21
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(%i4) D1:matrix([-15,2,10],[12,4,-1],[9,1,-3]);

(%o4)

−15 2 10
12 4 −1
9 1 −3


(%i5) %Delta1:determinant(D1);

(%o5) − 21

(%i6) D2:matrix([1,-15,10],[2,12,-1],[1,9,-3]);

(%o6)

1 −15 10
2 12 −1
1 9 −3


(%i7) %Delta2:determinant(D2);

(%o7) − 42

(%i8) D3:matrix([1,2,-15],[2,4,12],[1,1,9]);

(%o8)

1 2 −15
2 4 12
1 1 9


(%i9) %Delta3:determinant(D3);

(%o9) 42

Òîäi, çà ïðàâèëîì Êðàìåðà x = ∆1

∆
, y = ∆2

∆
, z = ∆3

∆
, ìà¹ìî

(%i13) x=%Delta1/%Delta; y=%Delta2/%Delta; z=%Delta3/%Delta;

(%o11) x = 1

(%o12) y = 2

(%o13) z = −2

5.2.3 Ìåòîä Ãàóññà

Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó âèäiëåííi êîæíî¨ çìiííî¨, âèðàçèâøè ¨¨ ÷åðåç iíøi.
Ïiäñòàâëÿþ÷è îòðèìàíi íåâiäîìi çíèçó âãîðó, ìîæíà óòâîðþâàòè ðiâíÿííÿ çi çìåíøåíîþ
íà îäèíèöþ êiëüêiñòþ çìiííèõ, àæ ïîêè íå äiéäåìî äî ðiâíÿííÿ ç îäíi¹þ çìiííîþ. Â
ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi öå îçíà÷à¹ çâåäåííÿ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ãàóññà äî òðèêóòíîãî
âèãëÿäó.

Ñôîðìó¹ìî ðîçøèðåíó îñíîâíó ìàòðèöþ G, ùî óòâîðåíà ç óñiõ êîåôiöi¹íòiâ i ïðàâèõ
ñòîðií ñèñòåìè.

(%i1) G:matrix([1,2,10,-15],[2,4,-1,12],[1,1,-3,9]);

(%o1)

1 2 10 −15
2 4 −1 12
1 1 −3 9


Çâåäåìî öþ ìàòðèöþ äî òðèêóòíîãî âèäó ÷åðåç êîìàíäó echelon.

(%i2) echelon(G);

(%o2)

1 2 10 −15
0 1 13 −24
0 0 1 −2
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Îòðèìàëè ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêó ðîçâ'ÿçó¹ìî çíèçó äîãîðè.

(%i3) solve([x+2*y+10*z=-15,y+13*z=-24,z=-2],[x,y,z]);

(%o3) [[x = 1, y = 2, z = −2]]

5.2.4 Ìåòîä îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Âèïèñàíó ðàíiøå ñèñòåìó ìîæíà ïðåäñòàâèòè â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ÿêa11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·

x1x2
x3

 =

b1b2
b3

 ,

àáî ñêîðî÷åíî A ·X = B. Äîìíîæèâøè çëiâà öþ ðiâíiñòü íà ìàòðèöþ A−1, ìîæíà âèâiëü-
íèòè X òà çíàéòè íåâiäîìi: X = A−1 ·B.

(%i1) A:matrix([1,2,10],[2,4,-1],[1,1,-3]);

(%o1)

1 2 10
2 4 −1
1 1 −3


(%i2) B:matrix([-15],[12],[9]);

(%o2)

−15
12
9


(%i3) invA:invert(A);

(%o3)

 11
21

−16
21

2
− 5

21
13
21

−1
2
21

− 1
21

0


(%i4) X=invA.B;

(%o4) X =

 1
2
−2


ßê áà÷èìî, âñi ìåòîäè ïðèâîäÿòü äî îäíàêîâèõ ðåçóëüòàòiâ.

5.3 Ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü

Êîìàíäà linsolve([expr1,expr2,...,exprN],[x1,x2,...,xN]) � ðîçâ'ÿçó¹ ñïè-
ñîê îäíî÷àñíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü [expr1,expr2,...,exprN] âiäíîñíî ïåðåëiêó çìiííèõ
[x1,x2,...,xN]. Âèðàçè expr ìîæóòü áóòè ïîëiíîìàìè çàçíà÷åíèõ çìiííèõ i ïðåäñòàâ-
ëÿòèñÿ â âèãëÿäi ðiâíÿíü. Êiëüêiñòü çìiííèõ íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííà áóòè ðiâíà êiëüêîñòi
ðiâíÿíü.

Íåõàé ìà¹ìî ñèñòåìó ç òðüîõ ðiâíÿíü, ÿêó ðîçâ'ÿæåìî êîìàíäîþ linsolve.
x+ y + z + t = 0;

2x− 2y + z + 3t = 2;

3x− y + 2z − t = 8.

(%i1) linsolve([x+y+z+t=0,2*x-2*y+z+3*t=2,3*x-y+2*z-t=8],[x,y,z,t]);

(%o1) [x = −3 ·%r1 − 8

4
, y = −5 ·%r1 + 16

20
, z = %r1 , t = −6

5
]
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Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä:

x = −3C − 8

4
, y = −5C + 16

20
, z = C, t = −6

5
,

äå C � äîâiëüíà ñòàëà. �é ìîæíà çàäàâàòè äîâiëüíi äiéñíi çíà÷åííÿ, ïðè êîæíîìó ç ÿêèõ
âèõîäèòü ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê. Íàïðèêëàä, ïðè C = 1 îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê

(%i2) ev((%o1),%r1=1);

(%o2) [x =
5

4
, y = −21

20
, z = 1, t = −6

5
]

Ñïîñiá ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷à¹òüñÿ îïöi¹þ linsolve_params (çà óìîâ÷àííÿì
true) ßêùî âêàçàíèé ïðàïîð âñòàíîâëåíèé ó true, ðîçâ'ÿçàííÿ íåäîâèçíà÷åíèõ ñèñòåì
âêëþ÷à¹ ïàðàìåòðè %r1,%r2 i ò.ä. ßêùî ïðàïîð linsolve_params âñòàíîâëåíèé ó false,

ïîâ'ÿçàíi çìiííi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiëüíi (ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi öå áóëî á z).
Áàãàòî â ÷îìó àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ôóíêöiÿ algsys (ôàêòè÷íî

öå íàäáóäîâà íàä solve). Êiëüêiñòü ðiâíÿíü ìîæå ïåðåâèùóâàòè êiëüêiñòü íåâiäîìèõ, ÷è
íàâïàêè.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ êîðåíiâ îäèíè÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóí-
êöiÿ realroots. Âàðiàíòè ñèíòàêñèñó:

realroots(expr,bound);
realroots(eqn,bound);
realroots(expr);
realroots(eqn).
Òóò bound � öå ìåæà òî÷íîñòi, ç ÿêîþ ïîòðiáíî çíàéòè êîðåíi. Êîìàíäà çíàõîäèòü

âñi êîðåíi âèðàçó expr=0 àáî ðiâíÿííÿ eqn. Ôóíêöiÿ áóäó¹ ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà äëÿ
içîëÿöi¨ êîæíîãî êîðåíÿ òà âèêîðèñòîâó¹ àëãîðèòì ðîçïîäiëó íàâïië äëÿ óòî÷íåííÿ êîðåíÿ
ç òî÷íiñòþ bound àáî òî÷íiñòþ, çàäàíîþ çà çàìîâ÷óâàííÿì.

Íàïðèêëàä, ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x5 − x+ 2 = 0 ç òî÷íiñòþ äî 5 · 10−6.

(%i3) realroots(2-x+x^5,5e-6);

(%o3) [x = −664361

524288
]

(%i4) (%o3),numer;

(%o4) [x = −1.267168045043945]

(%i5) ev(2-x+x^5,x=(%o3)),numer;

(%o5) [x5 − x+ 2 = 3.085850166506532 · 10−6]

Óñi êîðåíi ïîëiíîìà (äiéñíi òà êîìïëåêñíi) ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
allroots. Ñïîñiá ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷à¹òüñÿ çìiííîþ polyfactor (çà óìîâ÷àííÿì
false; ÿêùî âñòàíîâèòè â true, òî êîìàíäå ïîâåðíå ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöi¨). Àëãîðèòì
ïîøóêó êîðåíiâ íàïiâ÷èñåëüíèé.

(%i6) allroots(x^4+1);

(%o6) [x = 0.7071067811865475 · i+ 0.7071067811865476,

x = 0.7071067811865476− 0.7071067811865475 · i,

x = 0.7071067811865478 · i− 0.7071067811865476,

x = −0.7071067811865478 · i− 0.7071067811865476]
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(%i7) polyfactor:true$ allroots(x^4+1);

(%o7) 1.0 ·
(
x2 − 1.414213562373095 · x+ 0.9999999999999999

)
·(

x2 + 1.414213562373095 · x+ 1.0
)

Ñïðîùåííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü äîñÿãà¹òüñÿ òàêîæ ôóíêöi¹þ eliminate, ùî äîçâîëÿ¹ âè-
êëþ÷èòè òi ÷è iíøi çìiííi. Âèêëèê eliminate([eqn1,...,eqnN], [x1,...,xK]) âèêëþ÷à¹
çìiííi [x1,...,xK] iç çàçíà÷åíèõ âèðàçiâ.

5.4 Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Êîìïëåêñíi âèðàçè âèçíà÷åíi â ñèñòåìiMaxima äâîìà ñïîñîáàìè: â àëãåáðè÷íié ôîð-
ìi z = a + i · b òà åêñïîíåíöiéíié z = r · eiϕ, òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà ¹ äîäàòêîâîþ òà
ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçêiâ ó íié íå âiäîáðàæàþòüñÿ.

(%i1) solve(x^3-1=0,x);

(%o1) [x =

√
3 · i− 1

2
, x = −

√
3 · i+ 1

2
, x = 1]

(%i2) solve(x^5-1=0,x);

(%o2) [x = e
2·i·π
5 , x = e

4·i·π
5 , x = e−

4·i·π
5 , x = e−

2·i·π
5 , x = 1]

Êiëüêiñòü êîðåíiâ, ÿêi ïîâåðòàþòüñÿ Maxima, âiäïîâiäà¹ îñíîâíié òåîðåìi àëãåáðè
(ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ñòåïåíÿ ìà¹ òðè êîðåíi, ï'ÿòîãî � ï'ÿòü i ò.ä.). Ïåðåòâîðåííÿ êîìïëå-
êñíèõ âèðàçiâ ìîæå çäiéñíþâàòèñÿ çâè÷àéíèìè êîìàíäàìè äëÿ ñïðîùåííÿ (radcan, expand
òà ií), àëå ïåðåäáà÷åíî i ðÿä ñïåöèôi÷íèõ ôóíêöié, ùî ðîçðàõîâàíi íà îïåðàöi¨ ñàìå ç êîì-
ïëåêñíèìè ÷èñëàìè.

Êîìàíäè realpart(z) òà imagpart(z) îá÷èñëþþòü âiäïîâiäíî äiéñíó òà óÿâíó ÷à-
ñòèíó ÷èñëà z.

(%i1) z:sqrt(3)+%i;

(%o1) i+
√
3

(%i2) realpart(z);

(%o2)
√
3

(%i3) imagpart(z);

(%o3) 1

Êîìàíäè cabs(z) òà carg(z) � ïîâåðòàþòü âiäïîâiäíî ìîäóëü òà àðãóìåíò ÷èñëà z.

(%i4) cabs(z);

(%o4) 2

(%i5) cabs(exp((%pi*%i)/4));

(%o5) 1

(%i6) carg(z);

(%o6)
π

6
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(%i7) carg(exp((%pi*%i)/4));

(%o7)
π

4

Êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi ÷èñëà îá÷èñëþþòüñÿ êîìàíäîþ conjugate(z).

(%i8) conjugate(z);

(%o8)
√
3− i

(%i9) conjugate(exp((%pi*%i)/4));

(%o9)
1√
2
− i√

2

Êîìàíäà polarform(z) ïåðåòâîðþ¹ àëãåáðè÷íó ôîðìó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â åêñïî-
íåíöiéíó, rectform(z) � íàâïàêè, iç åêñïîíåíöiéíî¨ â àëãåáðè÷íó.

(%i10) polarform(z);

(%o10) 2 · e
i·π
6

(%i11) rectform(exp((%pi*%i)/4));

(%o11)
i√
2
+

1√
2

Êîìàíäà residue(expr,z,z0) � îá÷èñëþ¹ ðåøòêó ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi äëÿ âèðàçó
expr, êîëè çìiííà z ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ z0. Íàãàäà¹ìî, ùî ðåøòêà � öå êîåôiöi¹íò ïðè
(z − z0)

−1 ó ðîçêëàäi âèðàçó expr â ðÿä Ëîðàíà.

(%i12) residue(sin(a*z)/z^4,z,0);

(%o12) − a3

6

5.5 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 5

Îïåðàöi¨ ç ìàòðèöÿìè

Äî ïîäàíèõ ìàòðèöü: çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ, äåòåðìiíàíò, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïî-
ëiíîì, âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè, ðàíã, çâåñòè äî òðèêóòíî¨.

5.1.

−2 3 5
2 1 4
1 −3 −1



5.2.

 3 −3 4
5 −1 2
−1 3 −2



5.3.

−5 −2 −4
2 2 3
4 −2 −1



5.4.

 4 −5 −4
−3 −2 5
2 3 −3



5.5.

−3 5 1
−1 −5 −2
−4 3 1



5.6.

 4 −3 −1
−3 2 −2
−1 3 5



5.7.

−1 4 4
3 1 −5
5 −1 −3



5.8.

 1 −4 4
−3 −3 5
2 −5 −2



5.9.

−3 2 5
3 −1 −4
−1 −2 1



5.10.

−2 4 2
1 −3 3
5 −4 −1



5.11.

−5 0 1
2 3 −4
−1 4 −1



5.12.

 3 −2 2
−4 1 0
−3 4 5
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Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ðîçâ'ÿçàòè ïîäàíi ñèñòåìè: ïðÿìèì ìåòîäîì, ìåòîäîì Êðàìåðà, ìåòîäîì Ãàóññà, ìà-
òðè÷íèì ìåòîäîì.

5.13.


2x+ y − 3z = −12;

3x− 2y − z = 3;

−x+ 5y + 2z = −3.

5.14.


6x− 5y + z = 7;

5x+ 3y + 2z = 0;

−2x+ y − 3z = 11.

5.15.


−3x− 2y + 4z = −15;

2x+ 5y − 3z = 3;

4x− y + 7z = 15.

5.16.


−3x+ y − z = 8;

−4x+ 2y + 3z = −3;

2x+ 3y − 2z = −1.

5.17.


x− 3y − 4z = −7;

5x+ 2y + 2z = −1;

4x− y − 5z = −6.

5.18.


2x+ 3y + 3z = 15;

3x− 6y − 6z = −23;

−9x− 3y + 6z = 8.

5.19.


x+ y + z = 6;

−x+ y − z = −2;

2x+ 3y + z = 11.

5.20.


x− y − z = −11;

x+ y − z = 15;

2x− y + z = −9.

5.21.


2x+ y − 3z = −7;

3x− 2y + z = 11;

−2x− 3y − 2z = 3.

5.22.


x+ 2y + z = 1;

3x− y + 2z = 13;

2x+ 3y − z = −8.

5.23.


−7x+ 2y + 4z = 13;

3x− y + 2z = −2;

−x+ 6y + 5z = 12.

5.24.


2x− 3y + 5z = 10;

x− y + 5z = 4;

−3x− 4y + 3z = 2.

Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Äëÿ çàäàíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë: âèâåñòè äiéñíó òà óÿâíó ÷àñòèíó, çíàéòè ñïðÿæåíå
÷èñëî, çíàéòè ìîäóëü òà àðãóìåíò ÷èñëà, ïåðåâåñòè ó åêñïîíåíöiéíó ôîðìó.

5.25. z = 3 + 5i

5.26. z = 2− 10i

5.27. z = 2 + 2i

5.28. z = 1− 7i

5.29. z = 4 + i

5.30. z = 7− 2i

5.31. z = 1 + 4i

5.32. z = 6 + 2i

5.33. z = 6− 3i
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Ðîçäië 6

Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ

6.1 Ãðàíèöi

Ãðàíèöÿ âèðàçó f(x) ïðè x→ a îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè
limit(f(x),x,a,opts),
äå îïöiÿ opts ìîæå íàáóâàòè äâà çíà÷åííÿ: plus òà minus, âîíè ïîçíà÷àþòü ïðà-

âîñòîðîííþ òà ëiâîñòîðîííþ ãðàíèöþ. Íàãàäà¹ìî, ùî inf ïîçíà÷à¹ +∞, minf ïîçíà÷à¹
−∞.

(%i1) limit((1+A/x)^x,x,inf);

(%o1) eA

(%i3) limit(1/x,x,0,plus); limit(1/x,x,0,minus);

(%o2) ∞

(%o3) −∞

(%i4) y(x):=(x^3-3*x-2)/(x^2-x-2)^2;

(%o4) y (x) :=
x3 − 3 · x− 2

(x2 − x− 2)2

(%i5) limit(y(x),x,-1);

(%o5) − 1

3

(%i6) limit((x/(2+x))^(3*x),x,inf);

(%o6) e−6

Ïðè îïåðàöiÿõ ç ðàöiîíàëüíèìè äðîáàìè ÷àñòî áóâà¹ âèïàäîê íåâèçíà÷åíîñòi 0/0,
òîäi äëÿ âèäiëåííÿ íîñi¨â íóëÿ äîöiëüíî ñïî÷àòêó âèêîðèñòàòè ôàêòîðèçàöiþ âèðàçiâ, i
íàî÷íiñòü ñêîðî÷åííÿ ¾íóëiâ¿ ñòàíå ÿâíîþ. Íåõàé ìà¹ìî ãðàíèöþ ñàìå òàêîãî òèïó:

▶ Çíàéòè ãðàíèöþ lim
x→+∞

x2 − 4

x2 − 3x+ 2
.

(%i7) f(x):=(x^2-4)/(x^2-3*x+2);

(%o7) f (x) :=
x2 − 4

x2 − 3 · x+ 2

(%i8) factor(num(f(x)));

(%o8) (x− 2) · (x+ 2)
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(%i9) factor(denom(f(x)));

(%o9) (x− 2) · (x− 1)

(%i10) ev((%o8)/(%o9));

(%o10)
x+ 2

x− 1

(%i11) limit((%o10),x,2);

(%o11) 4

Ïðè äi¨ ç âèðàçàìè, ùî ìiñòÿòü iððàöiîíàëüíi îïåðàöi¨, äiþòü ñõîæèì ÷èíîì, àëå ïðè
öüîìó âèêîðèñòîâóþòü êîìàíäó radcan.

▶ Çíàéòè ãðàíèöþ lim
x→1

√
x− 1

x− 1
.

(%i12) radcan((sqrt(x)-1)/(x-1));

(%o12)
1√
x+ 1

(%i13) limit((%o12),x,1);

(%o13)
1

2
Çâiñíî, ïðÿìå îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü äàëî á òi æ ñàìi ðåçóëüòàòè.
Ïðè îá÷èñëåííÿõ ç âèêîðèñòàííÿì Maxima äîöiëüíî òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ

çíàõîäæåííÿ ñêëàäíèõ ãðàíèöü ðîçêëàä ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà â ðÿä Òåéëîðà (áiëüø
äåòàëüíî ïðî ñòåïåíåâi ðÿäè òà ðÿä Òåéëîâà äèâ. íèæ÷å). ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè ìåíþ
wxMaxima, ïîòðiáíî ó âêëàäöi ¾Àíàëiç � Çíàéòè ãðàíèöþ¿ âñòàíîâèòè ïóíêò ¾Ðÿä Òåé-
ëîðà¿. Äëÿ îá÷èñëåíü âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôóíêöiÿ tlimit, ðàáîòà ÿêî¨ çàñíîâàíà íà çàìiíi
ôóíêöié ðÿäàìè Òåéëîðà (äå öå ìîæëèâî). Çà çàìîâ÷óâàííÿì ïðàïîðåöü çàìiíè ïîñòàâëå-
íèé ó false, òîìó äëÿ âèêîðèñòàííÿ tlimit éîãî ïîòðiáíî ïîñòàâèòè â true:

(%i14) tlimswitch=true;

(%o16) true = true

(%i15) f(x):=(tan(x)-sin(x))/(x-sin(x));

(%o15) f (x) :=
tan (x)− sin (x)

x− sin (x)

(%i16) tlimit(f(x),x,0);

(%o16) 3

6.2 Äèôåðåíöiþâàííÿ

Ïàêåò Maxima íàäà¹ ïîòóæíi çàñîáè äëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ôóíêöié òà îá÷èñëåííÿ
äèôåðåíöiàëiâ. Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîõiäíî¨ ñëiä ââåñòè êîìàíäó

diff(f(x),x,N) � ïîõiäíà ïîðÿäêó N ôóíêöi¨ f(x) ïî îäíié çìiííié x;
diff(f(x,y,...),xi,N) � ïîõiäíà ïîðÿäêó N ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ f(x, y, ...) ïî

çìiííié xi.

(%i1) f(x):=sin(9*x^2);

(%o1) f (x) := sin
(
9 · x2

)
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(%i2) diff(f(x),x);

(%o2) 18 · x · cos
(
9 · x2

)
(%i3) diff(f(x),x,2);

(%o3) 18 · cos
(
9 · x2

)
− 324 · x2 · sin

(
9 · x2

)
(%i4) g(x,y):=(x+y^2)/sqrt(x^2+y^4);

(%o4) g (x, y) :=
x+ y2√
x2 + y4

(%i5) diff(g(x,y),x);

(%o5)
1√

y4 + x2
− x · (y2 + x)

(y4 + x2)
3
2

ßêùî ïîäiÿòè êîìàíäîþ diff íà ôóíêöiþ, íå âêàçóþ÷è çìiííó äèôåðåíöiþâàííÿ,
Maxima âèäàñòü ðåçóëüòàò iç âèêîðèñòàííÿì âèðàçiâ òèïó del(x), ÿêèé àíàëîãi÷íèé äî
äèôåðåíöiàëó çìiííî¨ dx. Òîáòî âèâåäåííÿ äàñòü ïîâíèé äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ f(x).

(%i11) diff(log(x));

(%o11)
del (x)

x

(%i12) diff(exp(x*y));

(%o12) x · ex·y · del (y) + y · ex·y · del (x)

ßêùî âêàçàòè àïîñòðîô ïåðåä ñèìâîëîì diff, òî ïîõiäíà íå îá÷èñëþ¹òüñÿ i ñïðîùå-
ííÿ, ÿêå çóìîâëåíå çà çàìîâ÷óâàííÿì, íå çäiéñíþ¹òüñÿ.

(%i13) f(x,z):=x^2*z+z^2*x;

(%o13) f (x, z) := x2 · z + z2 · x

(%i14) diff(f(x,z),x,2)+diff(f(x,z),z,3)+diff(f(x,z),x)*x^2;

(%o14) x2 ·
(
z2 + 2 · x · z

)
+ 2 · z

(%i15) 'diff(f(x,z),x,2)+'diff(f(x,z),z,3)+'diff(f(x,z),x)*x^2;

(%o15)
d3

d z3
·
(
x · z2 + x2 · z

)
+

d2

d x2
·
(
x · z2 + x2 · z

)
+ x2 ·

(
d

d x
·
(
x · z2 + x2 · z

))

6.3 Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi

Ç êóðñó àíàëiçó âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0 ìà¹ âèãëÿä

g(x) = f ′(x0) · (x− x0) + f(x0);

à ðiâíÿííÿ íîðìàëi

h(x) = − 1

f ′(x0)
· (x− x0) + f(x0).
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6.3.1 Ïðÿìà ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü

Ïðè ÿâíîìó çàäàííi ôóíêöi¨ äîñòàòíüî çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi òà çíà÷åííÿ
ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi. Òóò áóäåìî êîðèñòóâàòèñü êîìàíäàìè

define(func2,oper(func1)) � îçíà÷åííÿ íîâî¨ ôóíêöi¨ func2 ÷åðåç ïåâíi îïåðàöi¨
íàä ôóíêöi¹þ func1;

at(expr,[x=a,y=b,...]) � îïåðàòîð ïiäñòàíîâêè.
▶ Çàäàíî ôóíêöiþ y = x2 ó òî÷öi x0 = 1. Çàâäàííÿ: çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà

íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) f(x):=x^2;

(%o1) f (x) := x2

(%i2) x0:1;

(%o2) 1

(%i3) y0:f(x0);

(%o3) 1

(%i4) define(df(x),diff(f(x),x));

(%o4) df (x) := 2 · x

(%i5) k1:at(df(x),x=x0);

(%o5) 2

(%i6) k2:at(-1/df(x),x=x0);

(%o6) − 1

2

(%i7) g:expand(k1*(x-x0)+f(x0));

(%o7) 2 · x− 1

(%i8) h:expand(k2*(x-x0)+f(x0));

(%o8) − x− 3

2

(%i9) plot2d([f(x),g,h,[discrete,[[x0,y0]]]],[x,-3,3],[y,-1,4],

[style,[lines,2,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 6.1,(a).

6.3.2 Íåïðÿìà çàëåæíiñòü çìiííèõ ÷åðåç ðiâíÿííÿ

Ïåðåéäåìî äî ñêëàäíiøîãî âèïàäêó. ßê çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî ôóí-
êöi¨, ÿêùî âîíà çàäàíà íå ôóíêöiîíàëüíèì âèãëÿäîì, à ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ f(x, y) = 0? Òóò
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Ðèñ. 6.1: Ãðàôiêè ôóíêöi¨, äîòè÷íî¨, íîðìàëi: ïðÿìà (à) òà íåïðÿìà (á) çàëåæíîñòi.

íàì çãîäèòüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü äëÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, ùî äîâîäèòüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó
àíàëiçi:

dy

dx
= −

∂f(x, y)

∂x
∂f(x, y)

∂y

.

▶ Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü sin 2x cos y = 0, 5; x0 = 1. Çàâäàííÿ:
çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) f(x,y):=sin(2*x)*cos(y)-1/2;

(%o1) f (x, y) := sin (2 · x) · cos (y)− 1

2

(%i2) define(df(x,y),-diff(f(x,y),x)/diff(f(x,y),y));

(%o2) df (x, y) :=
2 · cos (2 · x) · cos (y)
sin (2 · x) · sin (y)

(%i3) x0:1;

(%o3) 1

(%i4) s1:solve(f(x,y)=0,y);

solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o4) [y = acos

(
1

2 · sin (2 · x)

)
]

(%i5) f:rhs(s1[1]);

(%o5) acos

(
1

2 · sin (2 · x)

)
(%i6) y0:at(f,x=x0),numer;

(%o6) 0.988581650693521
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(%i7) k1:at(df(x,y),[x=x0,y=y0]),numer;

(%o7) − 0.6025870564746433

(%i8) k2:at(-1/df(x,y),[x=x0,y=y0]),numer;

(%o8) 1.659511251121737

(%i9) g:expand((k1*(x-x0)+y0));

(%o9) 1.591168707168164− 0.6025870564746433 · x

(%i10) h:expand((k2*(x-x0)+y0));

(%o10) 1.659511251121737 · x− 0.6709296004282159

(%i11) plot2d([f,g,h,[discrete,[[x0,y0]]]],[x,0,%pi/2],[y,0,%pi/2],

[style,[lines,2,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 6.1,(á).

6.3.3 Ïàðàìåòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨

Ïðè ïàðàìåòðè÷íîìó çàäàííi ôóíêöi¨ ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:{
x = ϕ(t);

y = ψ(t);

dy

dx
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

▶ Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ x = ϕ(t) = sin t; y = ψ(t) = sin 2t; x0 = 0, 8. Çàâäàííÿ:
çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) x(t):=sin(t);

(%o1) x (t) := sin (t)

(%i2) y(t):=sin(2*t);

(%o2) y (t) := sin (2 · t)

(%i3) define(df(t),diff(y(t),t)/diff(x(t),t));

(%o3) df (t) :=
2 · cos (2 · t)

cos (t)

(%i4) x0:0.8;

(%o4) 0.8

(%i5) s1:solve(x0=x(t),t),numer;

(%o5) [t = 0.9272952180016114]

(%i6) t0:rhs(s1[1]);

(%o6) 0.9272952180016114
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Ðèñ. 6.2: Ãðàôiêè ôóíêöi¨, äîòè÷íî¨, íîðìàëi: ïàðàìåòðè÷íå (à) òà ïîëÿðíå (á) ïðåäñòàâ-
ëåííÿ.

(%i7) k1:at(df(t),t=t0);

(%o7) − 0.9333333333333271

(%i8) k2:at(-1/df(t),t=t0);

(%o8) 1.071428571428578

(%i9) y0:y(t0);

(%o9) 0.9600000000000004

(%i10) g:expand(k1*(x-x0)+y0);

(%o10) 1.706666666666662− 0.9333333333333271 · x

(%i11) h:expand(k2*(x-x0)+y0);

(%o11) 1.071428571428578 · x+ 0.1028571428571374

(%i18) plot2d([[parametric,x(t),y(t),[t,0,%pi/2]],g,h,

[discrete,[[x0,y0]]]],[x,0,1.5],[y,0,1.5],

[style,[lines,2,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[nticks,80],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 6.2,(à).

6.3.4 Ïîëÿðíå ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨

Ïðè ïîëÿðíîìó çàäàííi ôóíêöi¨ ìà¹ìî íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:{
x(θ) = ρ(θ) cos θ;

y(θ) = ρ(θ) sin θ;

dy

dx
=
y′(θ)

x′(θ)
.
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▶ Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü ρ(θ) =
10

θ
, θ = 2 ðàä. Çàâäàííÿ: çíàéòè

ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi òà íàêðåñëèòè ¨õ ãðàôiêè.

(%i1) x(t):=(10/t)*cos(t);

(%o1) x (t) :=
10 · cos (t)

t

(%i2) y(t):=(10/t)*sin(t);

(%o2) y (t) :=
10 · sin (t)

t

(%i3) t0:2;

(%o3) 2

(%i4) define(df(t),diff(y(t),t)/diff(x(t),t));

(%o4) df (t) :=
10·cos(t)

t
− 10·sin(t)

t2

−10·sin(t)
t

− 10·cos(t)
t2

(%i5) x0:at(x(t),t=t0),numer;

(%o5) − 2.080734182735712

(%i6) y0:at(y(t),t=t0),numer;

(%o6) 4.546487134128409

(%i7) k1:at(df(t),t=t0),numer;

(%o7) 1.241822212787614

(%i8) k2:at(-1/df(t),t=t0),numer;

(%o8) − 0.8052682499173711

(%i9) g:expand(k1*(x-x0)+y0);

(%o9) 1.241822212787614 · x+ 7.1303890611561

(%i10) h:expand(k2*(x-x0)+y0);

(%o10) 2.87093796025357− 0.8052682499173711 · x

(%i13) plot2d([[parametric,x(t),y(t),[t,1,4*%pi]],g,h,

[discrete,[[x0,y0]]]],[x,-6,8],[y,-4,8],

[style,[lines,2,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[points,3,4,1]],

[legend,false],[nticks,80],[same_xy]);

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 6.2,(á).
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6.4 Äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ òà ïîáóäîâà ¨¨ ãðàôiêà

Ñõåìà äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ ìîæå âêëþ÷àòè â ñåáå äîñèòü áàãàòî ïóíêòiâ, àëå ìè
çóïèíèìîñü íà îñíîâíèõ.

1. Òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè:

f(x) = 0 � ïåðåòèí ç âiññþ x;

f(0) = y0 � ïåðåòèí ç âiññþ y.

2. Àñèìïòîòè ôóíêöi¨:

limx→∞ f(x) = a; y = a � ãîðèçîíòàëüíà àñèìïòîòà (øóêàþòüñÿ îêðåìî x→ ±∞);

limx→b f(x) = ∞; x = b � âåðòèêàëüíà àñèìïòîòà (øóêàþòüñÿ îêðåìî x→ b± 0).

3. Êðèòè÷íi òî÷êè òà òî÷êè, ïiäîçðiëi íà åêñòðåìóì:

f ′(x) = 0 àáî íå iñíó¹.

4. Îáëàñòi çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ:

f ′(x) > 0 � ôóíêöiÿ çðîñòà¹;

f ′(x) < 0 � ôóíêöiÿ ñïàäà¹;

5. Òî÷êè åêñòðåìóìiâ:

f ′(x) = 0 òà f ′′(x) > 0 � ó öié òî÷öi ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìiíiìóìà;

f ′(x) = 0 òà f ′′(x) < 0 � ó öié òî÷öi ôóíêöiÿ äîñÿãà¹ ìàêñèìóìà.

6. Òî÷êè ïåðåãèíó:

f ′′(x) = 0.

7. Ïðîìiæêè âãíóòîñòi òà îïóêëîñòi:

f ′′(x) > 0 � ôóíêöiÿ âãíóòà;

f ′′(x) < 0 � ôóíêöiÿ îïóêëà.

8. Ãðàôiê ôóíêöi¨.

▶ Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ f(x) =
x+ 1

x2 + 1
. Çàâäàííÿ: äîñëiäèòè öþ ôóíêöiþ òà ïîáóäó-

âàòè ¨¨ ãðàôiê.

(%i1) f(x):=(x+1)/(x^2+1);

(%o1) f (x) :=
x+ 1

x2 + 1

1. Òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè:

(%i2) solve(f(x)=0,x);

(%o2) [x = −1]

(%i3) y0:at(f(x),x=0);

(%o3) 1

Ç âiññþ Õ: (−1; 0), ç âiññþ Y: (0; 1).
2. Àñèìïòîòè:
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(%i4) limit(f(x),x,inf);

(%o4) 0

(%i5) limit(f(x),x,minf);

(%o5) 0

(%i6) realroots(denom(f(x)));

(%o6) []

Ãîðèçîíòàëüíà àñèìïòîòà: y = 0. Âåðòèêàëüíèõ àñèìïòîò íåìà¹.
3. Êðèòè÷íi òî÷êè:

(%i7) define(df(x),diff(f(x),x));

(%o7) df (x) :=
1

x2 + 1
− 2 · x · (x+ 1)

(x2 + 1)2

(%i8) s1:solve(df(x)=0,x);

(%o8) [x = −
√
2− 1, x =

√
2− 1]

(%i9) x1:rhs(s1[1]);

(%o9) −
√
2− 1

(%i10) x2:rhs(s1[2]);

(%o10)
√
2− 1

(%i11) f(x1),numer;

(%o11) − 0.2071067811865475

(%i12) f(x2),numer;

(%o12) 1.207106781186547

Äâi êðèòè÷íi òî÷êè:
(
−
√
2− 1;−0.2071067811865475

)
;
(√

2− 1; 1.207106781186547
)
.

4. Îáëàñòi çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ:

(%i13) load(solve_rat_ineq);

(%i14) solve_rat_ineq(df(x)>0);

(%o14) [[x > −
√
2− 1, x <

√
2− 1]]

(%i15) solve_rat_ineq(df(x)<0);

(%o15) [[x < −
√
2− 1], [x >

√
2− 1]]

Ôóíêöiÿ çðîñòà¹ ïðè x ∈
(
−
√
2− 1;

√
2− 1

)
, ñïàäà¹ ïðè x ∈

(
−∞;−

√
2− 1

)
∪(√

2− 1;+∞
)
.

5. Òî÷êè åêñòðåìóìiâ:

(%i16) define(ddf(x),diff(f(x),x,2));

(%o16) ddf (x) := −2 · (x+ 1)

(x2 + 1)2
− 4 · x

(x2 + 1)2
+

8 · x2 · (x+ 1)

(x2 + 1)3
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(%i17) ddf(x1),numer;

(%o17) 0.06066017177982131

(%i18) ddf(x2),numer;

(%o18) − 2.060660171779821

Äðóãà ïîõiäíà ó ïåðøié êðèòè÷íié òî÷öi x1 äîäàòíÿ, òîìó öÿ òî÷êà � ìiíiìóì; äðóãà
ïîõiäíà ó äðóãié êðèòè÷íié òî÷öi x2 âiä'¹ìíà, òîìó öÿ òî÷êà � ìàêñèìóì.

6. Òî÷êè ïåðåãèíó:

(%i19) s2:solve(ddf(x)=0,x);

(%o19) [x = −
√
3− 2, x =

√
3− 2, x = 1]

(%i20) xinf1:rhs(s2[1]);

(%o20) −
√
3− 2

(%i21) xinf2:rhs(s2[2]);

(%o21)
√
3− 2

(%i22) xinf3:rhs(s2[3]);

(%o22) 1

(%i23) f(xinf1),numer;

(%o23) − 0.1830127018922193

(%i24) f(xinf2),numer;

(%o24) 0.6830127018922193

(%i25) f(xinf3),numer;

(%o25) 1

� òðè òî÷êè ïåðåãèíó: (−
√
3−2;−0.1830127018922193), (

√
3−2; 0.6830127018922193),

(1; 1).
7. Ïðîìiæêè âãíóòîñòi òà îïóêëîñòi:

(%i26) solve_rat_ineq(ddf(x)>0);

(%o26) [[x > −
√
3− 2, x <

√
3− 2], [x > 1]]

(%i27) solve_rat_ineq(ddf(x)<0);

(%o27) [[x < −
√
3− 2], [x >

√
3− 2, x < 1]]

Ôóíêöiÿ âãíóòà ïðè x ∈
(
−
√
3− 2;

√
3− 2

)
∪ (1;+∞), îïóêëà ïðè x ∈ (−∞;−

√
3 −

2) ∪ (
√
3− 2; 1).

8. Ãðàôiê (Ðèñ. 6.3):

(%i24) plot2d([f(x),[discrete,[[x1,f(x1)],[x2,f(x2)]]],

[discrete,[[xinf1,f(xinf1)],[xinf2,f(xinf2)],[xinf3,f(xinf3)]]]],

[x,-5,5],[y,-0.5,1.5],[style,[lines,3,1],[points,3,2,1],

[points,3,5,1]],[legend,false],[axes,solid],[same_xy]);
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Ðèñ. 6.3: Ãðàôiê ôóíêöi¨, òî÷êàìè ïîçíà÷åíi åêñòðåìóìè (•) òà òî÷êè ïåðåãèíó (•).

6.5 Åêñòðåìóìè ôóíêöié äâîõ çìiííèõ

Íåõàé ìà¹ìî ôóíêöiþ äâîõ çìiííèõ f(x, y). Êðèòè÷íi òî÷êè òàêî¨ ôóíêöi¨ øóêàþòüñÿ
ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

{
f ′
x(x, y) = 0; f ′

y(x, y) = 0
}
. Òèï êðèòè÷íî¨ òî÷êè âèçíà÷à¹òüñÿ äðóãèìè

ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ çà òàêèìè ïðàâèëàìè:
� ÿêùî f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)
2 > 0 òà f ′′

xx > 0 � ìiíiìóì;
� ÿêùî f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)
2 > 0 òà f ′′

xx < 0 � ìàêñèìóì;
� ÿêùî f ′′

xx · f ′′
yy − (f ′′

xy)
2 < 0 � åêñòðåìóìà íåìà¹.

Òóò âiäïîâiäíi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó îá÷èñëåíi â îòðèìàíèõ ïàðàõ (x0, y0) (¨õ ìîæå
áóòè êiëüêà).

▶ Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà åêñòðåìóì: z = x3 − 9
2
x2 + 6x+ y2 − 4y − 12.

Çàäà¹ìî ôóíêöiþ.

(%i1) f(x,y):=x^3-9/2*x^2+6*x+y^2-4*y-12;

(%o1) f (x, y) := x3 − 9 · x2

2
+ 6 · x+ y2 − 4 · y − 12

Çíàõîäèìî ïåðøi ïîõiäíi òà ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü.

(%i2) dfx:diff(f(x,y),x);

(%o2) 3 · x2 − 9 · x+ 6

(%i3) dfy:diff(f(x,y),y);

(%o3) 2 · y − 4

(%i4) s1:solve([dfx,dfy],[x,y]);

(%o4) [[x = 1, y = 2], [x = 2, y = 2]]

Ìà¹ìî äâi êðèòè÷íi òî÷êè: (1, 2) òà (2, 2). Òåïåð øóêà¹ìî äðóãi ïîõiäíi.

(%i5) dfxx:diff(dfx,x);

(%o5) 6 · x− 9

(%i6) dfxy:diff(dfx,y);

(%o6) 0

(%i7) dfyy:diff(dfy,y);

(%o7) 2
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Øóêà¹ìî çíà÷åííÿ äðóãèõ ïîõiäíèõ ó äâîõ òî÷êàõ òà äâi êîìáiíàöi¨ f ′′
xx · f ′′

yy − (f ′′
xy)

2

ó öèõ òî÷êàõ.

(%i8) [A,B,C]:ev([dfxx,dfxy,dfyy],x=1,y=2);

(%o8) [−3, 0, 2]

(%i9) A*C-B^2;

(%o9) − 6

(%i10) [A,B,C]:ev([dfxx,dfxy,dfyy],x=2,y=2);

(%o10) [3, 0, 2]

(%i11) A*C-B^2;

(%o11) 6

Áà÷èìî, ùî äëÿ ïåðøî¨ òî÷êè (1, 2) êîìáiíàöiÿ ðiâíà −6 < 0, òîìó âîíà íå ¹ íi
ìàêñèìóìîì, íi ìiíiìóìîì. Ó äðóãié òî÷öi (2, 2) êîìáiíàöiÿ ðiâíà 6 > 0 i f ′′

xx = 3 > 0, îòæå
öå òî÷êà ìiíiìóìó. Çîáðàçèìî ãðàôiê ïîâåðõíi (Ðèñ. 6.4).

(%i12) plot3d(f(x,y),[x,0,5],[y,0,5],[legend,"f(x,y)"]);

(%o12) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 6.4: Ãðàôiê ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ

6.6 Ðîçêëàä ôóíêöi¨ â ðÿä

Äëÿ ñïåöiàëiñòiâ iíæåíåðíîãî ïðîôiëþ äóæå âàæëèâèì ¹ îäíî÷àñíå çíàõîäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêó â çàìêíóòié àíàëiòè÷íié ôîðìi òà îòðèìàííÿ ÷èñåëüíèõ çíà÷åíü ðåçóëüòàòó.
Ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé
ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ äî âèâ÷åííÿ öèõ âëàñòèâîñòåé ó âiäïîâiäíîãî àïðîêñèìóþ÷îãî ïîëiíîìi-
àëüíîãî ðîçêëàäó. Çàìiíà ôóíêöié íà ¨õ ñòåïåíåâi ðîçêëàäè äîïîìàãà¹ âèâ÷åííþ ãðàíèöü,
àíàëiçó çáiæíîñòi òà ðîçáiæíîñòi ðÿäiâ òà iíòåãðàëiâ, íàáëèæåíîìó îá÷èñëåííþ iíòåãðàëiâ
òà ðîçâ'ÿçàííþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàéâàæëèâiøèì òàêèì iíñòðóìåíòîì ¹ ðîçêëàä ôóíêöié ó âèãëÿäi ðÿäiâ Òåéëîðà: öå
ñòåïåíåâèé ðÿä âèäó

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
· (x− x0)

k,

66



äå ÷èñëîâà ôóíêöiÿ f ïðèïóñêà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 òà ìà¹ â öié
òî÷öi ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ, (k) ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó k-ãî ïîðÿäêó. ßêùî òî÷êà x0 = 0, ðîçêëàä
íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà.

Ìíîãî÷ëåíàìè Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) ïîðÿäêó n íàçèâàþòüñÿ ÷àñòèííi ñóìè ðÿäó
Òåéëîðà:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + ...+
f (n)

n!
(x0)(x− x0)

n.

Â Maxima iñíó¹ ñïåöiàëüíà êîìàíäà, ùî äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ðÿäè òà ìíîãî÷ëåíè
Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ f(x):

taylor(f(x),x,a,n),
äå x � çìiííà, ïî ÿêié ïðîâîäèòüñÿ ðîçêëàä, a � òî÷êà, â îêîëi ÿêî¨ ðîçêëàäà¹òüñÿ

ôóíêöiÿ, n � ïîðÿäîê ðîçêëàäó, âií ìà¹ áóòè ïðåäñòàâëåíèé öiëèì äîäàòíiì ÷èñëîì.
Çíàéäåìî ðîêëàäè â ðÿä Ìàêëîðåíà âàæëèâèõ ôóíêöié:

(%i1) taylor(%e^x,x,0,7);

(%o1)/T/ 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120
+

x6

720
+

x7

5040
+ ...

(%i2) taylor(sin(x),x,0,7);

(%o2)/T/ x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+ ...

(%i3) taylor(cos(x),x,0,7);

(%o3)/T/ 1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ ...

(%i4) taylor(log(1+x),x,0,7);

(%o4)/T/ x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+
x5

5
− x6

6
+
x7

7
+ ...

Îöiíèìî òî÷íiñòü ðîçêëàäó â ðÿä åêñïîíåíòè ïîðiâíÿíî ç ¨¨ çíà÷åííÿì â òî÷öi 1.

(%i5) t:taylor(%e^x,x,0,9);

(%o5)/T/ 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120
+

x6

720
+

x7

5040
+

x8

40320
+

x9

362880
+ ...

(%i6) e9:ev(t,x=1);

(%o6)/R/
98641

36288

(%i7) e9,numer;

(%o7) 2.718281525573192

(%i8) bfloat(%e-e9);

(%o8) 3.028858530396942b− 7

Áà÷èìî, ùî äåâ'ÿòü ïåðøèõ äîäàíêiâ çàáåçïå÷óþòü òî÷íiñòü, áiëüøó çà 10−6. Âçà-
ãàëi ïðè âèêîðèñòàííi ðîçêëàäó Òåéëîðà äëÿ áiëüø âèñîêèõ ñòåïåíiâ òî÷íiñòü íàáëèæå-
ííÿ çðîñòà¹, îäíàê âàðòî çàóâàæèòè, ùî öåé ñòåïiíü íå ìîæíà ïiäâèùóâàòè íåîáìåæåíî
(ó çâ'ÿçêó ç íàêîïè÷åííÿì ïîãðiøíîñòi ó îá÷èñëåííÿõ, ùî øâèäêî çâîäèòü íàíiâåöü âñi
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ïîáóäîâè ðîçêëàäó, àäæå íàêîïè÷åíà ïîìèëêà äóæå øâèäêî ñòàíå íàáàãàòî áiëüøîþ çà
çíà÷åííÿ ÷åðãîâîãî ÷ëåíà ðîçêëàäó â òî÷öi).

Ðàçîì ç êîìàíäîþ taylor äëÿ ðîçêëàäó ôóíêöié òà âèðàçiâ â ðÿä âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
êîìàíäà

powerseries(f(x),x,a) � áóäó¹ ðîçêëàä çà çìiííîþ x â îêîëi òî÷êè a, ðåçóëüòàòîì
âèêîíàííÿ ¹ ïîáóäîâà ðÿäó Òåéëîðà â çàãàëüíîìó âèãëÿäi.

(%i9) powerseries(sin(x),x,0);

(%o9)
∞∑

i1=0

(−1)i1 · x2·i1+1

(2 · i1 + 1)!

(%i10) powerseries(x/(1+x),x,0);

(%o10) x ·
∞∑

i2=0

(−1)i2 · xi2

(%i11) powerseries(cos(x^3),x,0);

(%o11)
∞∑

i3=0

(−1)i3 · x6·i3

(2 · i3 )!

▶ Öiêàâèì ¹ òàêîæ âiäòâîðèòè êëàñè÷íå çîáðàæåííÿ iç ïiäðó÷íèêiâ ìàòàíàëiçó �
ïîðiâíÿííÿ òî÷íîãî ãðàôiêó ôóíêöi¨ iç ðîçêëàäàìè ¨¨ â ðÿä ðiçíèõ ïîðÿäêiâ. Çðîáèìî öå,
äëÿ ïðèêëàäó, iç ôóíêöi¹þ cosx.

Ðèñ. 6.5: Ïîðiâíÿííÿ cosx ç éîãî ïîëiíîìàìè ðîçêëàäó â òî÷öi x = 0
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(%i12) cos2:taylor(cos(x),x,0,2);

(%o12)/T/1− x2

2
+ ...

(%i13) cos4:taylor(cos(x),x,0,4);

(%o13)/T/1− x2

2
+
x4

24
+ ...

(%i14) cos6:taylor(cos(x),x,0,6);

(%o14)/T/1− x2

2
+
x4

24
− x6

720
+ ...

(%i15) plot2d([cos(x),cos2,cos4,cos6],[x,-%pi,%pi],[y,-1.5,1.1],

[style,[lines,5,1],[lines,2,2],[lines,2,3],[lines,2,4]],

[legend,"cos x","n=2","n=4","n=6"]);

Ãðàôiê íà Ðèñ. 6.5.
Ó âèïàäêó ðîçêëàäó ôóíêöié êiëüêîõ çìiííèõ ðÿä Òåéëîðà çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

f(x, y) =
∞∑
k=0

[
(x− a)

∂

∂x
+ (y − b)

∂

∂y

]k
f(a, b).

Ñèíòàêñèñ âèêëèêó Maxima íàñòóïíèé:
taylor(f(x,y),[x,y],[a,b],n) � ðîçêëàä f(x, y) â ðÿä Òåéëîðà íàâêîëî òî÷êè [a, b]

n-ãî ïîðÿäêó.
▶ Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ z = e−x2−y2 â ðÿä íàâêîëî òî÷êè [1, 1] ïîðÿäêó 2.

(%i1) f(x,y):=exp(-x^2-y^2);

(%o1) f (x, y) := exp
(
−x2 − y2

)
(%i2) taylor(f(x,y),[x,y],[1,1],2);

(%o2)/T/
1

e2
− 2 · (x− 1) + 2 · (y − 1)

e2
+

(x− 1)2 + 4 · (y − 1) · (x− 1) + (y − 1)2

e2

▶ Ðîçêëàñòè ôóíêöiþ z = sin(x+ y) íàâêîëî òî÷êè [0, 0] ïîðÿäêó 5.

(%i3) taylor(sin(x+y),[x,y],[0,0],5);

(%o3)/T/ y + x− x3 + 3 · y · x2 + 3 · y2 · x+ y3

6
+

x5 + 5 · y · x4 + 10 · y2 · x3 + 10 · y3 · x2 + 5 · y4 · x+ y5

120

6.7 Äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨ âåêòîðíîãî àíàëiçó

Äëÿ ïðÿìèõ îá÷èñëåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç îïåðàöiÿìè âåêòîðíîãî àíàëiçó, íåîáõiäíî çà-
âàíòàæèòè ïàêåò vect. Êðiì òîãî, ó çàñòîñóâàííi îïåðàòîðiâ div, curl, grad, laplacian

äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè êîìàíäó express. Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîðè
div, curl çàñòîñîâóþòüñÿ äî âåêòîðiâ (curl ðiâíèé îïåðàòîðó rot ó íiìåöüêié òðàäèöi¨),
à grad, laplacian � äî ñêàëÿðiâ. Ïðîöåäóðà îá÷èñëåíü, íàïðèêëàä ãðàäi¹íòó ôóíêöi¨, íà-
ñòóïíà: ñïî÷àòêó äi¹ìî îïåðàòîðîì grad íà ôóíêöiþ, ïîòiì êîìàíäîþ express âèðàæà¹ìî
îòðèìàíèé âèðàç ÷åðåç ïðÿìi äèôåðåíöiàëüíi îïåðàöi¨, i íàðåøòi êîìàíäîþ ev(...,diff)
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çíàõîäèìî ðåçóëüòàò îá÷èñëåíü ó âèãëÿäi êîìïîíåíò âåêòîðà. Äâi îñòàííi îïåðàöi¨ ìîæíà
ïðîâåñòè îäíî÷àñíî.

(%i1) load(vect);

(%i2) F(x,y,z):=x^2*y+exp(y*z);

(%o2) F (x, y, z) := x2 · y + exp (y · z)

(%i3) gradF:grad(F(x,y,z));

(%o3) grad
(
ey·z + x2 · y

)
(%i4) express(gradF);

(%o4) [
d

d x
·
(
ey·z + x2 · y

)
,
d

d y
·
(
ey·z + x2 · y

)
,
d

d z
·
(
ey·z + x2 · y

)
]

(%i5) ev(%o4,diff);

(%o5) [2 · x · y, z · ey·z + x2, y · ey·z]

Ðîòîð âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨:

(%i6) G(x,y,z):=[x^2,2*y^2*z,%e^(x*z)];

(%o6) G (x, y, z) := [x2, 2 · y2 · z, ex·z]

(%i7) curlG:curl(G(x,y,z));

(%o7) curl
(
[x2, 2 · y2 · z, ex·z]

)
(%i8) ev(express(curlG),diff);

(%o8) [−2 · y2,−z · ex·z, 0]

Îïåðàòîð Ëàïëàñà:

(%i9) laplacian(x^2+2*y^2+3*z^2);

(%o9) laplacian
(
3 · z2 + 2 · y2 + x2

)
(%i10) ev(express(%o9),diff);

(%o10) 12

Ïåðåâiðèìî âiäîìi ôîðìóëè: rot grad F (r⃗) = 0, div rot G⃗(r⃗) = 0.

(%i16) div(curlG);

(%o16) 0

(%i17) curl(gradF);

(%o17) 0
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6.8 Ñóìàöiÿ ðÿäiâ

Maxima ðåàëiçó¹ ÷èñëîâi ðÿäè ÿê îäèí ç âèäiâ ñïèñêiâ, ¨õ ìè ðîçãëÿäàëè â Ðîçäiëi
3. Íàãàäà¹ìî ñèíòàêñèñ êîìàíäè äëÿ ïîøóêó ñóìè ðÿäó:

sum(expr,k,k1,kN) � ñóìó¹ ðÿä expr ïî iíäåêñó k, k1 � íîìåð ïåðøîãî ÷ëåíó ñóìàöi¨,
kN � îñòàííüîãî (âií ìîæå áóòè ðiâíèé íåñêií÷åííîñòi).

(%i1) sum(1/3^k,k,1,7);

(%o1)
1093

2187

(%i2) sum(1/k,k,1,10);

(%o2)
7381

2520

ßêùî ñïðÿìóâàòè êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ñóìàöi¨ äî íåñêií÷åííîñòi,Maxima ïðîñòî ïîâåðíå
ââåäåíå çíà÷åííÿ ó âèãëÿäi ñèìâîëüíîãî âèðàçó.

(%i3) sum(1/3^k,k,1,inf);

(%o3)
∞∑
k=1

1

3k

Ùîá ïðîãðàìà çäiéñíèëà ñóìàöiþ, íåîáõiäíî ïiñëÿ ââåäåííÿ êîìàíäè sum äîëó÷èòè
îïöiþ simpsum ÷åðåç êîìó.

(%i4) sum(1/3^k,k,1,inf),simpsum;

(%o4)
1

2

▶ Òàêèì ÷èíîì ìîæíà çíàõîäèòè ñóìó øèðîêîãî êëàñó ðÿäiâ. Ðîçãëÿíåìî, íàïðè-

êëàä, ðÿäè âèäó
∞∑
k=0

1

kn
äëÿ ðiçíèõ n.

(%i5) sum(1/k,k,1,inf),simpsum;

sum: sum is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i6) sum(1/k^2,k,1,inf),simpsum;

(%o6)
π2

6

(%i7) sum(1/k^3,k,1,inf),simpsum;

(%o7) ζ (3)

(%i8) sum(1/k^4,k,1,inf),simpsum;

(%o8)
π4

90

(%i9) sum(1/k^5,k,1,inf),simpsum;

(%o9) ζ (5)

Áà÷èìî, ùî ïåðøèé ðÿä ðîçáiæíèé, ÿê i ìà¹ áóòè çà iíòåãðàëüíîþ îçíàêîþ, äëÿ n = 3; 5
âèíèêà¹ ζ-ôóíêöiÿ Ðiìàíà.
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Çíàêîçìiííi ðÿäèMaxima çàëèøà¹ áåç çìií i íå îá÷èñëþ¹ ¨õ, ÿêùî öi ðÿäè íå ìîæíà
çâåñòè äî çíàêîñòàëèõ:

(%i10) sum((-1)^k*(2*k+1)/2^k,k,0,inf),simpsum;

(%o10)
∞∑
k=0

(2 · k + 1) · (−1)k

2k

(%i11) sum((-1)^k/2^k,k,0,inf),simpsum;

(%o11)
2

3

ßêùî ñóìà ðÿäó íå çâîäèòüñÿ äî àíàëiòè÷íîãî âèãëÿäó, Maxima çäiéñíþ¹ ñóìàöiþ
ç ÿêîþ çàâãîäíî íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ, àëå iíòåðôåéñ wxMaxima âèâîäèòü íà åêðàí
òiëüêè ïåðøi 16 öèôð ïiñëÿ êîìè. Öå îáìåæåííÿ ìîæíà ðîçøèðèòè, çàäàâøè çíà÷åí-
íÿ îïöi¨ fpprec:N, äå N � êiëüêiñòü öèôð ïiñëÿ êîìè, ïiñëÿ öüîãî çàïèñàâøè êîìàíäó
bfloat(expr).

(%i12) sum(1/k^k,k,1,10),numer;

(%o12) 1.291285997059043

(%i13) sum(1/k^k,k,1,100),numer;

(%o13) 1.291285997062663

(%i14) sum(1/k^k,k,1,1000),numer;

(%o14) 1.291285997062663

(%i15) fpprec:200;

(%o15) 200

(%i16) bfloat(sum(1/k^k,k,1,1000),numer);

(%o16) 1.2912859970626635404072825905[143 öèôð]7997291779482730090256492306b0

Ùîá ïîáà÷èòè âñi 143 öèôðè, çàçíà÷åíi ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ, íåîáõiäíî êîìàíäó çàäàâàòè
ó êîíñîëüíié âåðñi¨ Maxima àáî ó iíòåðôåéñi XMaxima.

6.9 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 6

Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî ôóíêöi¨ â òî÷öi, ïîáóäóâàòè ¨õ ãðàôiêè

Ôóíêöi¨, çàäàíi ÿâíî:

6.1. y = xe
x
; x0 = 1;

6.2. y = lnx− x2; x0 = 4;

6.3. y = tg x+ cosx; x0 = π/2;

6.4. y = 1/x+ x2; x0 = 2;

6.5. y = e
√
x; x0 = 2;

6.6. y = xx; x0 = 4;

6.7. y = (x2 − 1)3; x0 = 2;

6.8. y = x lnx; x0 = 2;

6.9. y = 3
x2+1

; x0 = 3;

6.10. y = 1
cosx

; x0 = π/3.

Ôóíêöi¨, çàäàíi íåÿâíî:
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6.11. x2 + y2 = x4 + y4; x0 = 1/2;

6.12. 3x2y2 − 5x+ sin y = 3y − 1; x0 = 0;

6.13. ln y = arctg y
x
; x0 = 2;

6.14. 3x2 − 5y2 + 9x = 25− 15y; x0 = 2.

6.15. cosx2 = xey; x0 = 0.3.

6.16. x3y3 − 2y = x; x0 = 1.

6.17. (x+ y)2 = y − x; x0 = −2.

6.18. x4 + y3 − 3x2y = 0; x0 = 1.

6.19. y2 + x3 − y3 + 6 = 3y; x0 = −1.

6.20. sin y + x2y3 − cosx = 2y; x0 = 2.

Ôóíêöi¨, çàäàíi ïàðàìåòðè÷íî:

6.21.

{
x(t) = 4− 2t;

y(t) = 3 + 6t− 4t2;
t0 = 4.

6.22.

{
x(t) =

√
t+ 1;

y(t) = 1
t+1

;
t0 = 1.8.

6.23.

{
x(t) = 3 sin t;

y(t) = −4 cos t;
t0 = π.

6.24.

{
x(t) = 3 sin

(
t
3

)
;

y(t) = −4 cos
(
t
3

)
;

t0 = 5.

6.25.

{
x(t) = 3− 2 cos 3t;

y(t) = 1 + 4 sin 3t;
t0 = 1.

6.26.

{
x(t) = 4 sin

(
t
4

)
;

y(t) = 1− 2 cos2
(
t
4

)
;

t0 = π.

6.27.

{
x(t) =

√
4 + cos

(
5t
2

)
;

y(t) = 1 + 1
3
cos
(
5t
2

) t0 = 1/5.

6.28.

{
x(t) = 2et;

y(t) = cos (1 + e3t) ;
t0 = 1.

6.29.

{
x(t) = 1

2
e−3t;

y(t) = e−6t + 2e−3t − 8;
t0 = 2.

6.30.

{
x(t) = sin 3t;

y(t) = e−3t;
t0 = 2.

Ôóíêöi¨, çàäàíi ïîëÿðíî:

6.31. ρ =
2

sin θ − 3 cos θ
; θ0 = 2.

6.32. ρ = 1 + cos θ; θ0 = 3.

6.33. ρ = sin2 θ; θ0 = 1.

6.34. ρ = 1 +
π2

θ
; θ0 = 2.

6.35. ρ =
1

3
√
cos θ sin2 θ

; θ0 = 1.

6.36. ρ = e2θ; θ0 = −1.

6.37. ρ = 2cos 3θ; θ0 = π/6.

6.38. ρ =
2

θ2
; θ0 = 1/2.

6.39. ρ = 3θ2; θ0 = 1.

6.40. ρ =
√
1 + θ2; θ0 = π/4.

Äîñëiäèòè ôóíêöiþ òà ïîáóäóâàòè ¨¨ ãðàôiê. Âêàçàòè íà ãðàôiêó åêñòðåìóìè
òà òî÷êè ïåðåãèíó

6.41. y =
1

4
x4 − 1

3
x3 − x2;

6.42. y =
x

(1− x2)2
;

6.43. y =
x− 2√
x2 + 1

;

6.44. y = 3x− x3;

6.45. y =
√

(x− 1)(x− 2)(x− 3);

6.46. y = sinx sin 3x;x ∈ [0, π];

6.47. y =
ex

1 + x
;

6.48. y =
lnx√
x
;

6.49. y =
√
1− e−x2 ;

6.50. y = ln(x+
√
1 + x2);
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Ðîçäië 7

Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Ñèñòåìà Maxima ìîæå óñïiøíî ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi òèïè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó: ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè, ëiíiéíi, íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ, îäíîðiäíi, íå-
îäíîðiäíi; òèïè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó: çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ëiíiéíi îäíîðiäíi ç
íåñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi ìîæóòü áóòè ïåðåòâîðåíi íà ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹í-
òàìè, ðiâíÿííÿì Åéëåðà, ðiâíÿííÿ, ùî ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨ òà ðiâíÿííÿ,
ùî äîïóñêàþòü ïîíèæåííÿ ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî êîìàíäè ñèñòåìè Maxima äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òà ¨õ ñèñòåì ó ñèìâîëüíîìó âèãëÿäi.

desolve(deqn,y(x)) � øóêà¹ ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.

desolve([deqn1,...,deqnN],[y1,...,yN]) � øóêà¹ ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ðîáîòà öi¹¨ êîìàíäè çàñíîâàíà íà ïåðåòâîðåííi Ëàïëàñà çàäàíèõ äèôðiâíÿíü. Âîíà
ïðèéìà¹ äâà àðãóìåíòè, ïåðøèé ç ÿêèõ � ðiâíÿííÿ àáî ïåðåëiê ðiâíÿíü, äðóãèé � îäíà
çàëåæíà çìiííà àáî ñïèñîê çàëåæíèõ çìiííèõ âiäïîâiäíî.

desolve çíàõîäèòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ, òîìó ÿêùî çíà-
÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨ àáî ¨¨ ïîõiäíî¨ íå çàäàíi, òî ó çíàéäåíîìó ðîçâ'ÿçêó âîíè ïîäàþòüñÿ

ó âèãëÿäi y(0) àáî
d

dx
y(x)

∣∣∣∣
x=0

.

Çíà÷åííÿ ôóíêöié òà ïîõiäíèõ ó ïî÷àòêîâié òî÷öi ìîæíà çàäàòè çà äîïîìîãîþ ôóí-
êöi¨ atvalue, ÿêà ìà¹ íàñòóïíèé ñèíòàêñèñ:

atvalue(f(x),x=a,A) � ïðèñâîþ¹ çíà÷åííÿ A ôóíêöi¨ f(x) â òî÷öi x = a;
atvalue('diff(f(x),x),x=a,B) � ïðèñâîþ¹ çíà÷åííÿ B ïîõiäíié ôóíêöi¨ f ′(x) â òî÷öi

x = a.
Íåîáõiäíî ïiäêðåñëèòè, ùî ïîõiäíi â ðiâíÿííÿõ òà ñèñòåìàõ, ðîçâ'ÿçóâàíèõ çà äî-

ïîìîãîþ öi¹¨ êîìàíäè, ïîâèííi áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi 'diff(f(x),x), òîáòî îïåðàòîð
ïîõiäíî¨ ó âiäêëàäåíîìó âèãëÿäi (ç àïîñòðîôîì), à àðãóìåíò ôóíêöi¨ âèïèñàíèé ÿâíî.

ßêùî êîìàíäà desolve íå ìîæå çíàéòè ðîçâ'ÿçîê, âîíà ïîâåðòà¹ çíà÷åííÿ false.
ode2(deqn,y,x) � ïðèçíà÷åíèé äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çâè÷àéíèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó.
Ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèòüñÿ ó çàãàëüíié ôîðìi, âií ìîæå ïîâåðíóòèñü ÿê ó ÿâíié, òàê i

íåÿâíié ôîðìi. Òóò ó ñïèñêó ïàðàìåòðiâ ÿâíèì ÷èíîì âêàçó¹òüñÿ çàëåæíà çìiííà, òîìó
ïîçíà÷åííÿ òèïó y(x) íå ïîòðiáíi: ôóíêöiÿ òà çìiííà ïîçíà÷àþòüñÿ îäèíî÷íèìè ëiòåðàìè.

ßê i äëÿ çâè÷àéíèõ ðiâíÿíü, ¹ ìîæëèâiñòü ïåðåâiðèòè ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ ïiä-
ñòàíîâêè. Äîâiëüíà êîíñòàíòà äëÿ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç %c. Ó
ðiâíÿííÿõ äðóãîãî ïîðÿäêó êîíñòàíòè ïîçíà÷àþòüñÿ ÿê %k1 òà %k2. ßêùî ôóíêöiÿ ode2
íå ìîæå îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê ç ÿêî¨ñü ïðè÷èíè, âîíà ïîâåðòà¹ çíà÷åííÿ false, ïðè öüîìó
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âèäàëÿþ÷è çâiò ïðî ïîìèëêó.
Îêðiì ode2 iñíó¹ ùå òðè êîìàíäè äëÿ ïîøóêó ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ íà îñíîâi îòðè-

ìàíèõ çàãàëüíèõ. Òîáòî öi êîìàíäè, îòðèìóþ÷è êîíêðåòíi óìîâè ùîäî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨-
ðîçâ'ÿçêó â çàäàíié òî÷öi, çíàõîäÿòü âèõîäÿ÷è ç öèõ ïåðåäóìîâ âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ êîí-
ñòàíò iíòåãðóâàííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ Êîøi (Intial Value Problems, IVP)) âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ôóíêöi¨ ic1 i ic2 ó âèïàäêó ÇÄÐ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó âiäïîâiäíî. Êðàéîâi
(ãðàíè÷íi) çàäà÷i (Boundary Value Problems, BVP) ðîçâ'ÿçóþòü ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêöi¨
bc2.

ic1(solution,x=x0,y=y0) � îáðîáëÿ¹ ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïðèéìà¹ òðè àðãóìåíòè: ïåðøèé � öå ñàì ðîçâ'ÿçîê, ó
ôîðìi, â ÿêié âií çíàõîäèòüñÿ ôóíêöi¹þ ode2, äðóãèé � öå ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ íåçàëåæíî¨
çìiííî¨ ó âèãëÿäi x = x0, òðåòié � çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi y0 = y(x0). Ïîâåðòà¹
÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó iç çàçíà÷åíèìè êîîðäèíàòàìè (x0, y0).

ic2(solution,x=x0,y=y0,dy=dy0) � ïðèçíà÷åíèé äëÿ îáðîáêè ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïðèéìà¹ ÷îòèðè àðãóìåíòè:
äî àðãóìåíòiâ êîìàíäè ic1 äîäà¹òüñÿ dy0 - ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ïåðøî¨ ïîõiäíî¨ çàëåæíî¨
çìiííî¨ âiäíîñíî íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ ó ôîðìi y′(x0) = dy0.

bc2(solution,x1,y1,x2,y2) � ðîçâ'ÿçó¹ êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó. Òóò solution � çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ode2;
x1 � çàäà¹ çíà÷åííÿ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ â ïåðøié ãðàíè÷íié òî÷öi ïðè x = x1, y1 � âèçíà÷à¹
çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨ â ïåðøié ãðàíè÷íié òî÷öi ó âèãëÿäi y1 = y(x1). Âèðàçè x2 i y2
çàäàþòü àíàëîãi÷íi çíà÷åííÿ äëÿ öèõ çìiííèõ ó äðóãié ãðàíè÷íié òî÷öi.

7.1 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

7.1.1 Ðiâíÿííÿ ç ðîçäiëåíèìè çìiííèìè

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′(x) = f(x) · g(y), Maxima ìîæå ðîçâ'ÿçàòè ¨õ ðiçíèìè ñïîñîáàìè.

▶ Çíàéòè çàãàëüíèé i ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y′ =

√
1− y2√
1− x2

ïðè y(0) = 1.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=sqrt(1-y^2)/sqrt(1-x^2);

(%o1)
d

d x
· y =

√
1− y2√
1− x2

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

(%i2) sol1:ode2(deqn1,y,x);

(%o2) asin (y) = asin (x) + %c

×àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ïðè ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x0 = 0, y0 = 1:

(%i3) ic1(sol1,x=0,y=1);

(%o3) asin (y) =
2 · asin (x) + π

2

▶ Ùå ïðèêëàä iç âèêîðèñòàííÿì desolve: y′′ = x2y2, y(0) = 1, y′(0) = 4.

(%i4) deqn2:'diff(y(x),x,2)=y^2*x^2;

(%o4)
d2

d x2
· y (x) = x2 · y2
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(%i5) atvalue(y(x),x=0,1);

(%o5) 1

(%i6) atvalue('diff(y(x),x),x=0,4);

(%o6) 4

(%i7) desolve(deqn2,y(x));

(%o7) y (x) =
x4 · y2

12
+ 4 · x+ 1

ßêùî ïî÷àòêîâi óìîâè, çàçíà÷åíi êîìàíäîþ atvalue, íå çàäàòè, ñèñòåìà ïîâåðíå
ðîçâ'ÿçîê ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

(%i1) deqn2:'diff(y(x),x,2)=y^2*x^2;

(%o1)
d2

d x2
· y (x) = x2 · y2

(%i2) desolve(deqn2,y(x));

(%o2) y (x) =
x4 · y2

12
+ x ·

(
d

d x
· y (x)

∣∣∣∣
x=0

)
+ y (0)

▶ Ðîçâ'ÿçàòè îäèí ç âèäiâ ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi y′ + 2exy = 2ex
√
y.

(%i7) deqn4:'diff(y,x)+2*%e^x*y=2*%e^x*sqrt(y);

(%o7)
d

d x
· y + 2 · ex · y = 2 · ex · √y

(%i8) ode2(deqn4,y,x);

(%o8) − log (
√
y − 1) = ex +%c

(%i9) method;

(%o9) separable

▶ Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü{
f ′(x) = g′(x) + sin x;

g′(x) = 5f ′(x)− cosx;
f(0) = 1; g(0) = 7.

(%i1) deqn1:'diff(f(x),x)='diff(g(x),x)+sin(x);

(%o1)
d

d x
· f (x) = d

d x
· g (x) + sin (x)

(%i2) deqn2:'diff(g(x),x)=5*'diff(f(x),x)-cos(x);

(%o2)
d

d x
· g (x) = 5 ·

(
d

d x
· f (x)

)
− cos (x)

(%i4) atvalue(f(x),x=0,1);atvalue(g(x),x=0,7);

(%o3) 1

(%o4) 7
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(%i5) desolve([deqn1,deqn2],[f(x),g(x)]);

(%o5) [f (x) =
sin (x)

4
+

cos (x)

4
+

3

4
, g (x) =

sin (x)

4
+

5 · cos (x)
4

+
23

4
]

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ xy′ = y(1 + ln y − lnx), y(1) = e2.

(%i1) eqn5:x*'diff(y,x)=y*(log(y)-log(x)+1);

(%o1) x ·
(
d

d x
· y
)

= y · (log (y)− log (x) + 1)

(%i3) sol5:ode2(eqn5,y,x);

(%o3) x = %c · (log (y)− log (x))

(%i6) ic1(sol5,x=1,y=%e^2);

(%o6) x =
log (y)− log (x)

2

7.1.2 Îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′(x) = f
(y
x

)
.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ =
(y
x

)2
+ 2

y

x
.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=(y/x)^2+2*(y/x);

(%o1)
d

d x
· y =

y2

x2
+

2 · y
x

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) − x · y + x2

y
= %c

(%i3) ic1(%o2,x=3,y=1);

(%o3) − x · y + x2

y
= −12

(%i4) solve(%o3,y);

(%o4) [y = − x2

x− 12
]

7.1.3 Ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ

Öå ðiâíÿííÿ âèäó P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
, òî ëiâà ÷àñòèíà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïîâíèé äèôåðåíöiàë

äåÿêî¨ ôóíêöi¨. ßêùî æ öÿ óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, àëå çàäîâiëÿíÿ¹òüñÿ òåîðåìà ¹äèíîñòi, òî
ìîæíà ïiäiáðàòè òàêèé iíòåãðóþ÷èé ìíîæíèê µ(x), ÿêèé çâîäèòü ëiâó ÷àñòèíó äî ïîâíîãî
äèôåðåíöiàëó. Öåé ìíîæíèê ìîæíà âèêëèêàòè êîìàíäîþ intfactor, à ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ
âèêëèêà¹òüñÿ êîìàíäîþ method.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó â Maxima ëiâó ÷àñòèíó íåáõiäíî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

P (x, y) +Q(x, y)
dy

dx
= 0.
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▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 2xy + x2y +
y3

3
+ (x2 + y2)y′ = 0.

(%i1) deqn1:(2*x*y+x^2*y+y^3/3)+(x^2+y^2)*'diff(y,x)=0;

(%o1)
(
y2 + x2

)
·
(
d

d x
· y
)
+
y3

3
+ x2 · y + 2 · x · y = 0

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2)
ex · y3 + 3 · x2 · ex · y

3
= %c

(%i3) intfactor;

(%o3) ex

(%i4) method;

(%o4) exact

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ 3x2 + 6xy2 + (6x2y + 4y3)y′ = 0.

(%i5) deqn2:(3*x^2+6*x*y^2)+(6*x^2*y+4*y^3)*'diff(y,x)=0;

(%o5)
(
4 · y3 + 6 · x2 · y

)
·
(
d

d x
· y
)
+ 6 · x · y2 + 3 · x2 = 0

(%i6) ode2(deqn2,y,x);

(%o6) y4 + 3 · x2 · y2 + x3 = %c

(%i7) intfactor;

(%o7) 1

(%i8) method;

(%o8) exact

7.1.4 Ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi

Öå ðiâíÿííÿ âèäó
y′(x) =

∑
i

Qi(x) · yαi , αi = const.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ =
4

x
y + x

√
y.

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=4/x*y+x*sqrt(y);

(%o1)
d

d x
· y =

4 · y
x

+ x · √y

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y = x4 ·
(
log (x)

2
+ %c

)2

(%i3) method;

(%o3) bernoulli

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ +
y

x
= −xy2.
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(%i4) deqn2:'diff(y,x)+y/x=-x*y^2;

(%o4)
d

d x
· y + y

x
= −x · y2

(%i5) ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y =
1

x · (x+%c)

(%i6) method;

(%o6) bernoulli

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′ − 8y = x, y(0) = 2.

(%i8) deqn3:5*'diff(y(x),x)-8*y=x; atvalue(y(x),x=0,2);

(%o7) 5 ·
(
d

d x
· y (x)

)
− 8 · y = x

(%o8) 2

(%i9) desolve(deqn3,y(x));

(%o9) y (x) =
8 · x · y

5
+
x2

10
+ 2

(%i10) method;

(%o10) bernoulli

7.2 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

Â Maxima çà äîïîìîãîþ êîìàíäè ode2 ìîæëèâå ïðÿìå ðîçâ'ÿçàííÿ ëèøå ëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x). Ñïî÷àòêó âiäøóêî-
âó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ó ôîðìi y = k1y1 + k2y2 (k1, k2 � äîâiëüíi ñòàëi),
ïîòiì øóêà¹òüñÿ ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ.

7.2.1 Ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′′ + ay′ + by = r(x).
▶ Ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ çàãàëüíîãî âèäó 2y′′ − y′ − y = 4xe2x.

(%i1) deqn1:2*'diff(y,x,2)-'diff(y,x)-y=4*x*exp(2*x);

(%o1) 2 ·
(
d2

d x2
· y
)
− d

d x
· y − y = 4 · x · e2·x

(%i2) ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y =
(20 · x− 28) · e2·x

25
+ %k1 · ex +%k2 · e−

x
2

Êîìàíäîþ yp ìîæíà âèäiëèòè ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê.

(%i3) yp;

(%o3)
(20 · x− 28) · e2·x

25
▶ Ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ç êðàòíèìè êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿ-

ííÿ y′′ − 2y′ + y = xex.

79



(%i4) deqn2:'diff(y,x,2)-2*'diff(y,x)+y=x*exp(x);

(%o4)
d2

d x2
· y − 2 ·

(
d

d x
· y
)
+ y = x · ex

(%i5) ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y =
x3 · ex

6
+ (%k2 · x+%k1 ) · ex

(%i6) yp;

(%o6)
x3 · ex

6

▶ Ðîçâ'ÿçàòè íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ ç êîìïëåêñíèìè êîðåíÿìè y′′ + y = x sinx.

(%i7) deqn3:'diff(y,x,2)+y=x*sin(x);

(%o7)
d2

d x2
· y + y = x · sin (x)

(%i8) ode2(deqn3,y,x);

(%o8) y =
2 · x · sin (x) + (1− 2 · x2) · cos (x)

8
+ %k1 · sin (x) + %k2 · cos (x)

(%i9) yp;

(%o9)
2 · x · sin (x) + (1− 2 · x2) · cos (x)

8

7.2.2 Ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Öå ðiâíÿííÿ âèäó y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x).
▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ x2y′′ − xy′ = 3x3, y(1) = 1, y′(1) = 4.

(%i1) deqn1:x^2*'diff(y,x,2)-x*'diff(y,x)=3*x^3;

(%o1) x2 ·
(
d2

d x2
· y
)
− x ·

(
d

d x
· y
)

= 3 · x3

(%i2) sol1:ode2(deqn1,y,x);

(%o2) y = x3 +%k2 · x2 − %k1

2

(%i3) ic2(sol1,x=1,y=1,'diff(y,x)=4);

(%o3) y = x3 +
x2

2
− 1

2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi: xy′′ + y′ = x2.

(%i4) deqn2:x*'diff(y,x,2)+'diff(y,x)=x^2;

(%o4) x ·
(
d2

d x2
· y
)
+

d

d x
· y = x2

(%i5) ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y = %k1 · log (x) + x3

9
+ %k2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′′ − 7y′ + 6y = (x− 2)ex, y(0) = 1, y′(0) = 3.
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(%i6) deqn3:'diff(y,x,2)-7*'diff(y,x)+6*y=(x-2)*%e^x;

(%o6)
d2

d x2
· y − 7 ·

(
d

d x
· y
)
+ 6 · y = (x− 2) · ex

(%i7) sol3:ode2(deqn3,y,x);

(%o7) y = %k1 · e6·x − (25 · x2 − 90 · x− 18) · ex

250
+ %k2 · ex

(%i8) ic2(sol3,x=0,y=1,'diff(y,x)=3);

(%o8) y =
41 · e6·x

125
− (25 · x2 − 90 · x− 18) · ex

250
+

3 · ex

5

7.3 Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

(êðàéîâi çàäà÷i)

Äëÿ çàäàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ïðè iíòåãðóâàííi ÄÐ äðóãîãî ïîðÿäêó âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ êîìàíäà bc2. Âîíà çàäà¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó äâîõ òî÷êàõ, ÿêi äîçâîëÿþòü ðîçâ'ÿçàòè
ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî äâîõ íåâiäîìèõ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ %k1 i %k2.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′′ + y · (y′)3 = 0, ãðàíè÷íi óìîâè y(0) = 1, y(1) = 3.

(%i1) deqn1:'diff(y,x,2)+y*'diff(y,x)^3=0;

(%o1)
d2

d x2
· y + y ·

(
d

d x
· y
)3

= 0

(%i2) sol1:ode2(deqn1,y,x);

(%o2)
y3 + 6 ·%k1 · y

6
= x+%k2

(%i3) bc2(sol1,x=0,y=1,x=1,y=3);

(%o3)
y3 − 10 · y

6
= x− 3

2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′′ + y = x, ãðàíè÷íi óìîâè y(0) = 0, y(4) = 1.

(%i4) deqn2:'diff(y,x,2)+y=x;

(%o4)
d2

d x2
· y + y = x

(%i5) sol2:ode2(deqn2,y,x);

(%o5) y = %k1 · sin (x) + %k2 · cos (x) + x

(%i6) bc2(sol2,x=0,y=0,x=4,y=1);

(%o6) y = x− 3 · sin (x)
sin (4)

7.4 Ïàêåò ðîçøèðåííÿ contrib_ode

Ó ñèñòåìi Maxima ¹ äîäàòêîâèé ïàêåò contrib_ode, ÿêèé äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè
ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðîçøèðå-
íèìè ìîæëèâîñòÿìè. Ç äîïîìîãîþ contrib_ode ìîæëèâî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ Êëåðî, Ëà-
ãðàíæà, Ðiêêàòi òà ií. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðåçóëüòàò � ñïèñîê ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ äåÿêèõ
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ðiâíÿíü (çîêðåìà Ðiêêàòi) ðîçâ'ÿçîê âèâîäèòüñÿ ó ôîðìi iíøîãî ÇÄÐ � ðåçóëüòàòó çà-
ìiíè çìiííèõ. Ôóíêöèÿ contrib_ode ðåàëiçó¹ ìåòîäè ôàêòîðèçàöi¨ (factorization), Êëåðî
(Clairault), Ëàãðàíæà (Lagrange), Ðiêêàòi (Riccati), Àáåëÿ (Abel) òà ìåòîä ñèìåòði¨ Ëi (Lie
symmetry method). Äëÿ éîãî âèêîðèñòàííÿ íåîáõiäíî ïiäêëþ÷èòè ïàêåò çà äîïîìîãîþ êî-
ìàíäè load(contrib_ode).

Ñèíòàêñèñ êîìàíäè òàêèé æå, ÿê i â ode2:
contrib_ode(deqn,y,x).
ßêùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìà ìîæå ðîçâ'ÿçàòè, âîíà ïîâåðòà¹ ðîçâ'ÿçîê

àáî ñïèñîê ðîçâ'ÿçêiâ, ïðè÷îìó êîæåí ç íèõ ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå â îäíîìó ç òàêèõ
âèäiâ:

� øóêàíà ôóíêöiÿ âèðàæåíà ó ÿâíîìó âèãëÿäi;
� øóêàíà ôóíêöiÿ âèðàæåíà ó íåÿâíîìó âèãëÿäi;
� ðîçâ'ÿçîê îäåðæàíî ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi ç ïàðàìåòðîì %t;
� äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà iíøå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âiäíî-

ñíî ôóíêöi¨ %u.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ x(y′)2 − y′

1 + xy
+ y = 0.

(%i1) load(contrib_ode);

(%i2) deqn1:x*'diff(y,x)^2-(1+x*y)*diff(y,x)+y=0;

(%o2) x ·
(
d

d x
· y
)2

+ y = 0

(%i3) contrib_ode(deqn1,y,x);

(%t3) x ·
(
d

d x
· y
)2

+ y = 0

�rst order equation not linear in y'

(%o3) [x2 ·
(
y2 + (2 · x+ 2 ·%c) · y + x2 − 2 ·%c · x+%c2

)
= 0]

(%i4) method;

(%o4) lagrange

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (y′)2 + xy′ − y = 0.

(%i5) deqn2:'diff(y,x)^2+x*'diff(y,x)-y=0;

(%o5)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y
)
− y = 0

(%i6) contrib_ode(deqn2,y,x);

(%t6)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y
)
− y = 0

�rst order equation not linear in y'

(%o6) [y = %c · x+%c2, y = −x
2

4
]

(%i7) method;

(%o7) clairault
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▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1 + y′)x+ (y′)2 − y = 0.

(%i8) deqn3:(1+'diff(y,x))*x+('diff(y,x))^2-y=0;

(%o8)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y + 1

)
− y = 0

(%i9) contrib_ode(deqn3,y,x);

(%t9)

(
d

d x
· y
)2

+ x ·
(
d

d x
· y + 1

)
− y = 0

�rst order equation not linear in y'

(%o9) [[x = e−%t ·
(
%c − 2 · (%t − 1) · e%t

)
, y = (%t + 1) · x+%t2]]

(%i10) method;

(%o10) lagrange

Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæëèâèé ðîçâ'ÿçîê ëèøå â ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi.
▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1 + y′)x+ (y′)2 − y = 0.

(%i11) deqn4:'diff(y,x)=(x+y)^2;

(%o11)
d

d x
· y = (y + x)2

(%i12) contrib_ode(deqn4,y,x);

(%o12) [[x = %c− atan
(√

%t
)
, y = −x−

√
%t ], [x = atan

(√
%t
)
+%c, y =

√
%t −x]]

(%i13) method;

(%o13) lagrange

Ïàêåò contrib_ode äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî íå áåðóòüñÿ
çà äîïîìîãîþ ode2 áåçïîñåðåäíüî, íàïðèêëàä óçàãàëüíåíi îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ. Â òàêîìó
âèïàäêó öåé ïàêåò âèêîðèñòîâó¹ ìåòîäè Àáåëÿ òà ñèìåòði¨ Ëi.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (2x− y + 4)y′ + (x− 2y + 5) = 0.

(%i14) deqn5:(2*x-y+4)*'diff(y,x)+(x-2*y+5)=0;

(%o14) (−y + 2 · x+ 4) ·
(
d

d x
· y
)
− 2 · y + x+ 5 = 0

(%i15) contrib_ode(deqn5,y,x);

(%o15) [
log
(
3− 2·(2·x+4)−x−5

−y+2·x+4

)
− 3 · log

(
1− 2·(2·x+4)−x−5

−y+2·x+4

)
+ 2 · log

(
−2·(2·x+4)−x−5

4·(−y+2·x+4)

)
2

=

log (x+ 1) + %c]

(%i16) method;

(%o16) abel2

▶ Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ y′ =
1− 3x− 3y

1 + x+ y
.

(%i17) deqn6:'diff(y,x)=(1-3*x-3*y)/(1+x+y);

(%o17)
d

d x
· y =

−3 · y − 3 · x+ 1

y + x+ 1
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(%i18) contrib_ode(deqn6,y,x);

(%o18) [
2 · log (y + x− 1) + y + 3 · x

2
= %c]

(%i19) method;

(%o19) lie

7.5 ×èñåëüíi ìåòîäè

Â ðÿäi âèïàäêiâ âiäøóêàòè ñèìâîëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÄÐ â äîñòàòíüî êîìïàêòíîìó âè-
ãëÿäi íåìîæëèâî, òîìó íåîáõiäíî ñêîðèñòàòèñü ÷èñåëüíèìè ñïîñîáàìè. Çàãàëîì ñïðîáà
ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè âåäå äàâíþ iñòîðiþ, ïðîòÿãîì
ÿêî¨ ç'ÿâèëèñü ìåòîäè Åéëåðà (âií æå Ðóíãå-Êóòòà 1-ãî ïîðÿäêó), Åéëåðà-Êîøi (âií æå
Ðóíãå-Êóòòà 2-ãî ïîðÿäêó), i âëàñíå Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó. Îñòàííié ââàæà¹òüñÿ äî-
ñòàòíüî òî÷íèì äëÿ îòðèìàííÿ íàäiéíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ïiäâèùåííÿ ïîðÿäêó òðàäèöiéíî íi-
âåëþ¹òüñÿ íàáiãàííÿì ïîõèáêè îá÷èñëåíü, ÿêà çà ðîçìiðîì ïî÷èíà¹ çáiãàòèñü ç ðiçíèöåâèì
÷ëåíîì, òîìó çóïèíÿþòüñÿ íà ïîðÿäêó 4. �, îäíàê, çàäà÷i ñïåöèôi÷íîãî âèãëÿäó, â ÿêèõ
íà ïåâíèõ iíòåðâàëàõ iíòåãðóâàííÿ âñå æ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè 5-èé ïîðÿäîê ðîçêëà-
äó. Ïðèíöèïîâà ñõåìà ïîáóäîâè òàêîãî ðîçâ'ÿçêó áóëà ðîçðîáëåíà Ôåëüáåðãîì, òîìó öåé
ñïîñiá íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà-Ôåëüáåðãà 4-5 ïîðÿäêó.

Äëÿ ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó

âîíî ìà¹ áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi
dy

dx
= f(x, y). Ó âèïàäêó àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè � ìà¹ áóòè

ó âèãëÿäi

{
dx
dt

= G(x, y);
dy
dt

= H(x, y).

7.5.1 Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó rk

Maxima âêëþ÷à¹ â ñåáå ïàêåò ðîçøèðåííÿ dynamics, ùî äîçâîëÿ¹ ïðîiíòåãðóâàòè
ñèñòåìè ÄÐ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà. Îêðiì öüîãî, ïàêåò dynamics ìiñòèòü ðÿä ôóíêöié äëÿ
ïîáóäîâè ðiçíîìàíiòíèõ ôðàêòàëiâ.

Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó ðåàëiçó¹ êîìàíäà rk. Ñèíòàêñèñ âèêëèêó:
rk(right_deqn,y,y0,[x,x0,x1,h]) � äëÿ îäèíî÷íîãî ðiâíÿííÿ;
rk([right_deqn],[x,y],[x0,y0],[t,t0,t1,h]) � äëÿ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
Òóò right_deqn � ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ àáî ¨õ ñïèñîê, y àáî [x,y] � çàëåæíà

çìiííà àáî ¨õ ñïèñîê, y0 àáî [x0,y0] � ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨, [x,x0,x1,h]
àáî [t,t0,t1,h] � îãîëîøåííÿ íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, ¨¨ ïî÷àòêîâå, êiíöåâå çíà÷åííÿ, òà êðîê
îá÷èñëåíü.

Äëÿ äåìîíñòðàöi¨ ìåòîäó ðîçâ'ÿæåìî íàñòóïíó çàäà÷ó.
▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′ = y−x, y(0) = 1.5. Ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà

çíàéòè ãðàôi÷íèé ðîçâ'ÿçîê íà âiäðiçêó x ∈ [0, 1], êðîê h = 0.1.
Ðîçâ'ÿæåìî ñïî÷àòêó öå ðiâíÿííÿ êîìàíäîþ ode2:

(%i1) deqn1:'diff(y,x)=y-x;

(%o1)
d

d x
· y = y − x

(%i3) ode2(deqn1,y,x); ic1(%,x=0,y=1.5);

(%o2) y =
(
%c − (−x− 1) · e−x

)
· ex
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rat: replaced 0.5 by 1/2 = 0.5

(%o3) y =
ex + 2 · x+ 2

2

(%i4) sol1:rhs(%o3);

(%o4)
ex + 2 · x+ 2

2

Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü ÷èñåëüíèì ðîçâ'ÿçêîì.

(%i5) load(dynamics);

(%i6) sol2:rk(y-x,y,1.5,[x,0,1,0.1]);

(%o6) list

(%i7) plot2d([sol1,[discrete,sol2]],[x,0,1],[style,[lines,3,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);

(%o7) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 7.1: Ãðàôiêè ïðÿìîãî òà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêiâ ÄÐ çà ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà.

Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ çîáðàæåíi íà Ðèñ. 7.1,(à). Áà÷èìî, ùî âñi òî÷êè ÷èñåëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó ÷iòêî ëåæàòü íà êðèâié, ùî ïiäêðåñëþ¹ òî÷íiñòü îáðàíîãî ìåòîäó.

▶ Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìè âæå ðîçâ'ÿçàëè ðàíiøå: xy′ = y(1+ln y−lnx), y(1) =

e2. Íàãàäà¹ìî, ùî òîäi ìè îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê x =
ln y − lnx

2
, ÿêå çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

y = xe2x. Çíàéäåìî ãðàôi÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà íà âiäðiçêó x ∈ [1, 3], êðîê
h = 0.1.

(%i8) rk6:rk((y/x)*(1+log(y)-log(x)),y,%e^2,[x,1,3,0.1]);

(%o8) list

(%i9) plot2d([x*%e^(2*x),[discrete,rk6]],[x,1,3],[style,[lines,3,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);

(%o9) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ çîáðàæåíi íà Ðèñ. 7.1,(á), i çíîâó ìè áà÷èìî, ùî âîíè çáiãàþòüñÿ.
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Ðîçãëÿíåìî äåùî ñêëàäíiøèé âèïàäîê.

▶ Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ y′ =
1− 3x− 3y

1 + x+ y
, y(−5) = 8. Çîáðàçèòè

ïðÿìèé òà ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà.
Ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿæåìî öå ðiâíÿííÿ ç âðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

(%i1) load(contrib_ode);

(%i2) deqn6:'diff(y,x)=(1-3*x-3*y)/(1+x+y);

(%o2)
d

d x
· y =

−3 · y − 3 · x+ 1

y + x+ 1

(%i3) contrib_ode(deqn6,y,x);

(%o3) [
2 · log (y + x− 1) + y + 3 · x

2
= %c]

(%i4) ic1((%o3),x=-5,y=8);

(%o4) [
2 · log (y + x− 1) + y + 3 · x

2
=

2 · log (2)− 7

2
]

ßê áà÷èìî, ðîçâ'ÿçîê ìè îòðèìàëè ó âèãëÿäi ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå âiäíîñíî y
ðîçâ'ÿçàòè íåìîæëèâî. Ùîá íàêðåñëèòè ãðàôiê, íåîáõiäíî çâåðíóòèñü äî êîìàíäè äëÿ
íåÿâíî çàäàíèõ ôóíêöié.

(%i5) load(implicit_plot);

(%i6) implicit_plot(%o4,[x,-5,5],[y,-10,10], [nticks,200]);

rat: replaced 0.6931471805599453 by 13614799/19642003 = 0.693147180559946

(%o6) done

Ðåçóëüòàò çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.2(a).

Ðèñ. 7.2: Ïîðiâíÿííÿ àíàëiòè÷íîãî òà ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêiâ.

Çâåðíåìîñü òåïåð äî ÷èñåëüíîãî ìåòîäó. Ïîáóäó¹ìî iíòåãðàëüíó êðèâó, îá÷èñëåíó çà
Ðóíãå-Êóòòà.

(%i7) load(dynamics);

(%i8) sol2:rk((1-3*x-3*y)/(1+x+y),y,8,[x,-5,5,0.1]);

(%o9) list
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(%i9) plot2d([discrete,sol2],[x,-5,5],[y,-10,10],[style,

[points,2,2,1]],[legend,false]);

(%o9) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðåçóëüòàò çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.2(á). Ç ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêiâ âèäíî, ùî êîìàíäà rk

äîáðå îïðàöþâàëà âåðõíþ ÷àñòèíó ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêà ôàêòè÷íî çáiãà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íî âèçíà-
÷åíîþ, àëå íèæíÿ ÷àñòèíà çîâñiì íå îïðàöüîâàíà, ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ¾âèïàëè ç óâàãè¿ Maxima.

▶ Ðîçâ'ÿæåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó ðiâíÿíü{
dx
dt

= 4− x2 − 4y2;
dy
dt

= y2 − x2 + 1;
t ∈ [0; 4];x(0) = −1, 25; y(0) = 0, 75.

Âèáåðåìî êðîê iíòåãðóâàííÿ 0,02.

(%i10) sol:rk([4*x^2-4*y^2,y^2-x^2+1],[x,y],[-1.25,0.75],[t,0,4,0.02]);

(%o8) list

Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôiêà ïåðåòâîðèìî îòðèìàíèé ñïèñîê, ñòâîðèâøè îêðåìî ñïèñîê
çíà÷åíü t (tlist), x (xlist), y (ylist). Ïîòiì ïîáóäó¹ìî ðàçîì äâà ãðàôiêè: x(t) òà y(t).

(%i11) tlist:makelist(sol[k][1],k,1,length(sol))$

xlist:makelist(sol[k][2],k,1,length(sol))$

ylist:makelist(sol[k][3],k,1,length(sol))$
(%i12) plot2d([[discrete,tlist,xlist],[discrete,tlist,ylist]],

[legend,false]);

(%o12) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 7.3: Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêó ïàðàìåòðè÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Ãðàôiê çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 7.3.
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7.5.2 Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà-Ôåëüáåðãà 4-5 ïîðÿäêó rkf45

Ùîá ñêîðèñòàòèñü öèì ìåòîäîì, íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè âiäïîâiäíèé ïàêåò êîìàíäîþ
load(rkf45). Ñèíòàêñèñ íàñòóïíèé:

rkf45(right_deqn,y,y0,[x,x0,x1],opts) � äëÿ îäèíî÷íîãî ðiâíÿííÿ;
rkf45([right_deqn],[x,y],[x0,y0],[t,t0,t1],opts) � äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
Òóò right_deqn � ïðàâà ÷àñòèíà ÄÐ àáî ¨õ ñïèñîê (íàãàäà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ ïîâèííî

áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi dy
dx

= f(x, y)), y àáî [x,y] � çàëåæíà çìiííà àáî ¨õ ñïèñîê, y0 àáî
[x0,y0] � ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨, [x,x0,x1] àáî [t,t0,t1] � îãîëîøåííÿ
íåçàëåæíî¨ çìiííî¨, ¨¨ ïî÷àòêîâå òà êiíöåâå çíà÷åííÿ, opts � äîäàòêîâi îïöi¨.

Ðîçãëÿíåìî îïöi¨ opts äîêëàäíiøå. �õ çíà÷åííÿ çàïèñóþòüñÿ ó ôîðìàòi opt=flag.
full_solution: çíà÷åííÿ true ïîâåðòà¹ ñïèñîê âñiõ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ, îáðàíèõ àë-

ãîðèòìîì. Çà çàìîâ÷óâàííÿì ñòî¨òü ó ïîëîæåííi false � òîäi âèäàþòüñÿ ëèøå ôiíàëüíi
ðåçóëüòóþ÷i òî÷êè.

absolute_tolerance: çàäà¹ âåðõíþ ìåæó àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè, çà çàìîâ-
÷óâàííÿì ñòî¨òü çíà÷åííÿ 10−6. Çìåíøåííÿ öüîãî ÷èñëà, íàïðèêëàä çàäàííÿì
absolute_tolerance=10e-8, çáiëüøèòü êiëüêiñòü îòðèìàíèõ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ.

max_iterations: ìàêñèìàëüíå ÷èñëî iòåðàöié (çà çàìîâ÷óâàííÿì 104).
h_start: çàäà¹ ïî÷àòêîâèé êðîê iíòåãðóâàííÿ (çà çàìîâ÷óâàííÿì 1/100 âiä çàäàíîãî

iíòåðâàëó).
report: çíà÷åííÿ true çàäà¹ ïîâåðíåííÿ çâiòó ïðî îá÷èñëåííÿ.
ßê âèäíî, íà âiäìiíó âiä êîìàíäè rk, ó ôóíêöi¨ rkf45 âiäñóòí¹ çàäàííÿ êðîêó iíòå-

ãðóâàííÿ. Ðîçìið öüîãî êðîêó îá÷èñëþ¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî, â çàëåæíîñòi âiä äîñÿãíåííÿÿ
çàäàíî¨ àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè: öå çìiííà âåëè÷èíà, ùî áåçïîñåðåäíüî âiäîáðàæà¹òüñÿ ó ði-
çíié êiëüêîñòi òî÷îê íà ðiçíèõ ïðîìiæêàõ çàäàíîãî iíòåðâàëó, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ íàñëiäêîì
çâåðíåííÿ äî òî÷íîñòi 4-ãî ÷è 5-ãî ïîðÿäêó ó ñõåìi Ðóíãå-Êóòòà-Ôåëüáåðãà.

Ïðîäåìîíñòðó¹ìî öi âiäìiííîñòi íà ïðèêëàäi.
▶ Ðîçâ'ÿçàòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ áåçïîñåðåäíüî, ìåòîäîì rk, òà ìåòîäîì rkf45:

dy

dx
= −3xy2 +

1

x3 + 1
; y(0) = 0.

(%i1) load(contrib_ode);

(%i2) deqn2:'diff(y,x)=-3*x*y^2+1/(x^3+1);

(%o2)
d

d x
· y =

1

x3 + 1
− 3 · x · y2

(%i4) sol2:contrib_ode(deqn2,y,x)$ sol3:ic1(sol2,x=0,y=0);

(%o4) [y =
x

x3 + 1
]

(%i5) f:rhs(sol3[1]);

(%o5)
x

x3 + 1

Îòðèìàëè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

(%i6) right_deqn2:rhs(deqn2);

(%o6)
1

x3 + 1
− 3 · x · y2

(%i7) load(dynamics);

(%i8) sol4:rk(right_deqn2,y,0,[x,0,5,0.1]);

(%o8) list
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Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ rk.

(%i9) load(rkf45);

(%i10) sol5:rkf45(right_deqn2,y,0,[x,0,5]);

(%o10) list

Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê çà äîïîìîãîþ rkf45.
Çîáðàçèìî òåïåð íà òî÷íié iíòåãðàëüíié êðèâié öi ðåçóëüòàòè (Ðèñ. 7.4).

(%i11) plot2d([f,[discrete,sol4]],[x,0,5],[style,[lines,2,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);
(%i12) plot2d([f,[discrete,sol5]],[x,0,5],[style,[lines,2,1],

[points,3,2,1]],[legend,false]);

Ðèñ. 7.4: Ðåçóëüòàòè iíòåãðóâàííÿ ÄÐ çà ìåòîäîì rk (a) òà rkf45 (á).

Ç ïîðiâíÿííÿ ãðàôiêiâ ÷iòêî âèäíî ðiçíèöþ ìiæ äâîìà ìåòîäàìè: ó rk âñi ïðîìiæêè
ïî çìiííié x ìiæ òî÷êàìè îäíàêîâi, òîäi ÿê ó rkf45 ïðèñóòíÿ ðiçíà ãóñòèíà òî÷îê � ïîáëèçó
åêñòðåìóìó ¨õ ñòà¹ áiëüøå, òîäi ÿê íà ïîëîãèõ ìiñöÿõ ìåíøå. Öÿ ðiçíèöÿ âiäiãðà¹ âåëèêó
ðîëü ïðè äîñëiäæåííi òàê çâàíèõ ñèñòåì ç ïîðîãîâèì åôåêòîì � òîáòî òàêèõ êðèâèõ, ó
ÿêèõ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çíà÷íèé ñòóïií÷àñòèé ïiäéîì ïðè íåçíà÷íié çìiíi ìàëîãî ïàðàìåòðà.

▶ Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

dg

dt
= s− 1.51g + 3.03

g2

g2 + 1
; g(0) = 0; t ∈ [0, 100].

Öå ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü áiîõiìi÷íîãî ìåõàíiçìó, ùî çâåòüñÿ ¾ãåíåòè÷íèé ïåðåìèêà÷¿.
Çäàâàëîñÿ á, ó öüîìó ðiâíÿííi âiä ñòàëîãî ïàðàìåòðà s ìàëî ùî çàëåæèòü. Îäíàê íàéìåíøà
çìiíà éîãî âiä çíà÷åííÿ s = 0.202 äî s = 0.206 äîêîðiííî çìiíþ¹ ïîâåäiíêó ñèñòåìè �
ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïîðîãîâèé åôåêò, ÿêèé i ëåæèòü â ïðèðîäi öüîãî ¾ïåðåìèêà÷à¿. Ðîçâ'ÿæåìî
çàäàíå ðiâíÿííÿ ç öèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ.

(%i1) right_deqn2:0.202-1.51*g+3.03*(g^2)/(g^2+1);

(%o1)
3.03 · g2

g2 + 1
− 1.51 · g + 0.202

(%i2) load(rkf45);

(%i3) sol202:rkf45(right_deqn2,g,0,[t,0,100]);

(%o3) list

89



(%i4) right_deqn3:0.206-1.51*g+3.03*(g^2)/(g^2+1);

(%o4)
3.03 · g2

g2 + 1
− 1.51 · g + 0.206

(%i5) sol206:rkf45(right_deqn3,g,0,[t,0,100]);

(%o5) list

(%i6) plot2d([[discrete,sol202],[discrete,sol206]],

[t,0,100],[style,[lines,2,1],[lines,2,2]],

[legend,"s=0.202","s=0.206"]);

(%o6) [C : /Users/orreg/maxout.gnuplot]

Ðèñ. 7.5: Äîñëiäæåííÿ ïîðîãîâîãî åôåêòó.

Ïðè âèêëèêàííi äîêëàäíîãî çâiòó report=true ñèñòåìà äîïîâiñòü, ùî ó âèïàäêó
s = 0.206 áóëî çìiíåíî òà ïåðåîá÷èñëåíî 14 ïîãàíèõ êðîêiâ (bad steps). Òîáòî íà åòàïi
îáðàõóíêó íà ïîðîãîâèõ âiäðiçêàõ Maxima âèÿâèëà, ùî ïîðÿäêó 4 ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà
áóäå íåäîñòàòíüî äëÿ çàäàíî¨ òî÷íîñòi, òà ïåðåîáðàõóâàëà öi òî÷êè, çáiëüøèâøè ¨õ êiëü-
êiñòü òà âiäïîâiäíî çâåðíóâøèñü äî 5-ãî ïîðÿäêó. Öþ îáñòàâèíó âèäíî íàâiòü iç êiëüêîñòi
îá÷èñëåíèõ òî÷îê: äëÿ s = 0.202 ¨õ 24, äëÿ s = 0.206 ¨õ 62.

Ç îãëÿäó íà òàêó ðîçóìíó ïîâåäiíêó àëãîðèòìà ìîæíà êîíñòàòóâàòè, ùî ìåòîä rkf45

¹ çíà÷íî íàäiéíiøèì ïðè ðîçâ'ÿçàííi ÄÐ ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè, àíiæ ìåòîä rk.
Çîáðàçèìî íàî÷íî êiëüêiñòü òà ðîçìiùåííÿ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ îáîõ ìåòîäiâ

äëÿ ñèñòåìè ç ïîðîãîâèì åôåêòîì (Ðèñ. 7.6). Âèäíî, ùî íà ¾öiêàâèé¿ iíòåðâàë ñõî-
äèíêè rk âèòðàòèâ ïðèáëèçíî 10 òî÷îê, òîäi ÿê ó rkf45 íà öå ïiøëî äî 50 òî÷îê.
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Ðèñ. 7.6: Ðîçìiùåííÿ òî÷îê iíòåãðóâàííÿ äëÿ ìåòîäó rk (à) òà rkf45 (á), çàãàëüíà êiëüêiñòü
òî÷îê îäíàêîâà, n = 100.

7.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 7

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

7.1. y′′ − y′ + x2 = sinx; y(0) = 1, y′(0) = 4.

7.2. y′′ − y′ · x2 = 0; y(0) = 1, y′(0) = 2.

7.3. xy′′ − 0.3y′ + x = 0; y(0) = 2, y′(0) = −2.

7.4. y′′ − 0.1y′ + exy = 0; y(0) = 4, y′(0) = 1.

7.5. y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + xe−x; y(0) = 6, y′(0) = 2.

7.6. y′′ + y = x3; y(0) = 4, y′(0) = −1.

7.7. y′′ − y · cosx = x2; y(0) = 1, y′(0) = 3.

7.8. y′′ + y′ + y = sin2 x; y(0) = 0, y′(0) = 6.

7.9. y′′ + 5y′ − y = ex; y(0) = 1, y′(0) = 1.

7.10. y′′ + (2x+ 3)y′ = 0; y(0) = 2, y′(0) = 2.

Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ çà ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà. Ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâèòè ãðàôi÷íî

7.11. y′ + xy sin 5x = e0.1x
2
; x ∈ [0, 4], y(0) = 1, h = 0.01.

7.12. y′ + y4 = 1− x; x ∈ [0, 1], y(0) = 0, h = 0.01.

7.13. y′ + e0.1xy = sinxy; x ∈ [0, 10], y(0) = 1, h = 0.01.

7.14. y′ + xy cos 3x = e0.3x; x ∈ [0, 4], y(0) = 2, h = 0.01.

7.15. y′ + xy = sin 2x; x ∈ [0, 5], y(0) = 1, h = 0.01.

7.16. y′ + y4 ln(x2 + 5) = 1− x5y; x ∈ [0, 2.5], y(0) = 3, h = 0.01.

7.17. y′ lg y3 = y sin(x2); x ∈ [−1, 2], y(−1) = 20, h = 0.01.

7.18. y′ + x4 4
√
y5 = y cos(x+ 5); x ∈ [−1, 4], y(−1) = 15, h = 0.01.

7.19. y′ + xy cos(4x2) = e0.1x; x ∈ [0, 4], y(0) = 1, h = 0.01.

7.20. y′ + y
3
√
x2 = cos 2x lnx; x ∈ [1, 9], y(1) = 2, h = 0.01.
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Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

7.21. y′′ − 3y′ + 2y = x cosx; y(0) = 1, y(2) = 4.

7.22. y′′ + 4y′ + 3y = x2ex; y(1) = 4, y(4) = 10.

7.23. y′′ + 5y′ − y = x cosx; y(0) = 1, y(5) = 2.

7.24. y′′ − 7y′ + 12y = ex cosx; y(0) = 6, y(4) = 10.

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

7.25.

{
x′(t) = 2x+ y;

y′(t) = 3x+ 4y.

7.26.

{
x′(t) = x− y;

y′(t) = y − 4x.

7.27.

{
x′(t) = 8y − x;

y′(t) = x+ y.

7.28.

{
x′(t) = y + 2et;

y′(t) = x+ t2.

7.29.

{
x′(t) = y − 5 cos t;

y′(t) = 2x+ y.

7.30.

{
x′(t) = 3x+ 2y + 4e5t;

y′(t) = x+ 2y.
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Ðîçäië 8

Iíòåãðàëüíå ÷èñëåííÿ

8.1 Íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè

Õî÷ ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëó ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê ïðîòèëåæíèé äî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ, íà ïðàêòèöi çíàõîäæåííÿ iíòåãðàëiâ ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèì çà çíàõîäæåííÿ
ïîõiäíèõ. Ó Maxima çà iíòåãðóâàííÿ âiäïîâiäà¹ îñíîâíà êîìàíäà integrate:

integrate(f(x),x) � øóêà¹ íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë çà çìiííîþ x;
integrate(f(x),x,a,b) � øóêà¹ âèçíà÷åíèé iíòåãðàë â ìåæàõ x ∈ [a, b].
Äëÿ öüîãî îïåðàòîðà ïðèñóòíÿ òàêîæ âiäêëàäåíà ôîðìà iç àïîñòðîôîì 'integrate,

ÿêà áóâà¹ ïîòðiáíà, êîëè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ, ùî ïîêè íå
îá÷èñëåíi. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíå êîìàíäîþ ev(iexpr,a=A,b=B...).
integrate ìîæå çàäàâàòè ïèòàííÿ äëÿ óòî÷íåííÿ âèãëÿäó ïàðàìåòðiâ. Íàéïåðøå âií çâåð-
òà¹ óâàãó íà ôóíêöiþ assume (ïðèïóñòèòè), ÿêùî æ òàêèõ óìîâ íåìà¹, òî âèíèêàþòü ïè-
òàííÿ, íà ÿêi ìîæíà âiäïîâiäàòè yes (òàê), no (íi), pos (äîäàòíié), neg (âiä'¹ìíèé), zero
(íóëüîâèé).

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫
sin3 xdx.

(%i1) integrate(sin(x)^3,x);

(%o1)
cos (x)3

3
− cos (x)

ßê áà÷èìî, Maxima âèâîäèòü ëèøå çìiñòîâíó ÷àñòèíó iíòåãðóâàííÿ, êîíñòàíòó C
íåîáõiäíî äîäàâàòè ñàìîñòiéíî.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫
x(b2 − x2)−1/2dx.

(%i1) integrate(x/sqrt(b^2-x^2),x);

(%o1) −
√
b2 − x2

Ó ïðîãðàìi Maxima iñíó¹ ñïåöiàëüíà êîìàíäà, ÿêà âèêîðèñòîâó¹ ôîðìóëó iíòåãðó-
âàííÿ ÷àñòèíàìè ∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x)dx.

Ùîá âèêîðèñòàòè ¨¨, íåîáõiäíî çàâàíòàæèòè äîäàòêîâèé ïàêåò load(antid). Ñèíòà-
êñèñ êîìàíäè:

antidiff(expr,x,v(x)) � òóò expr ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç, x çìiííà iíòåãðóâàííÿ,
v(x) ôóíêöiÿ, ÿêà çâiëüíÿ¹òüñÿ âiä äèôåðåíöiþâàííÿ.

(%i1) load(antid);

(%i2) A:u(x)*diff(v(x),x);

(%o2) u (x) ·
(
d

d x
· v (x)

)
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(%i3) antidiff(A,x,v(x));

(%o3) u (x) · v (x)−
∫

v (x) ·
(
d

d x
· u (x)

)
dx

(%i4) expr1:exp(z(x))*diff(z(x),x)*sin(x);

(%o4) ez(x) · sin (x) ·
(
d

d x
· z (x)

)
(%i5) antidiff(expr1,x,z(x));

(%o5) ez(x) · sin (x)−
∫
ez(x) · cos (x) dx

Ùå îäíà êîðèñíà ôóíêöiÿ � çàìiíà çìiííèõ ó iíòåãðàëüíîìó âèðàçi, âîíà çäiéñíþ¹-
òüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìàíäè

changevar(iexpr,f(x,t),t,x) � äå iexpr iíòåãðàë ó âiäêëàäåíîìó âèãëÿäi, f(x, t)
ôóíêöiÿ, ÿêà ïîâ'ÿçó¹ ñòàðó i íîâó çìiííi ó ôîðìàòi f(x, t) = 0, t íîâà çìiííà, x ñòàðà
çìiííà.

(%i6) B:'integrate(x*exp(-x^2),x);

(%o6)

∫
x · e−x2

dx

(%i7) changevar(B,x^2-z,z,x);

(%o7)

∫
e−zdz

2

(%i8) C:'integrate(sin(x)^5*cos(x),x);

(%o8)

∫
cos (x) · sin (x)5dx

(%i9) changevar(C,sin(x)-t,t,x);

solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%o9)

∫
t5dt

Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ òà ëîãàðèôìi÷íèõ âèðàçiâ:

(%i1) integrate(sin(x)*sin(2*x)*sin(3*x),x);

(%o1)
cos (6 · x)

24
− cos (4 · x)

16
− cos (2 · x)

8

(%i2) integrate(1/cos(x)^3,x);

(%o2)
log (sin (x) + 1)

4
− log (sin (x)− 1)

4
− sin (x)

2 · sin (x)2 − 2

(%i3) integrate(x^3*log(x),x);

(%o3)
x4 · log (x)

4
− x4

16

Ïðè iíòåãðóâàííi äðîáîâî-ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ ïåðøîþ ìåòîþ ¹ ïðåäñòàâëåííÿ âè-
ðàçó ó âèãëÿäi åëåìåíòàðíèõ äðîáiâ, ÿêi óòâîðþþòüñÿ iç çíàìåííèêà ðîçáèòòÿì îñòàííüîãî
íà ìíîæíèêè. Òóò êîðèñíîþ ¹ êîìàíäà partfrac, ÿêà çäiéñíþ¹ òàêó îïåðàöiþ.
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▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫

− xdx

x3 + 4x2 + 5x+ 2
.

(%i4) K:-x/(x^3+4*x^2+5*x+2);

(%o4) − x

x3 + 4 · x2 + 5 · x+ 2

(%i5) partfrac(K,x);

(%o5)
2

x+ 2
− 2

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

(%i6) integrate(%o5,x);

(%o6) 2 · log (x+ 2)− 2 · log (x+ 1)− 1

x+ 1

(%i7) integrate(K,x);

(%o7) 2 · log (x+ 2)− 2 · log (x+ 1)− 1

x+ 1

ßêùî ó çíàìåííèêó ñêëàäíèé âèðàç âèùèõ ñòåïåíiâ, ó íàãîäi äëÿ ðîçêëàäó éîãî íà
ìíîæíèêè òàêîæ ñòàíóòü êîìàíäè gfactor, allroots òà ïîäiáíi.

8.2 Âèçíà÷åíi iíòåãðàëè

Ó ñèíòàêñèñi âèêëèêó íåîáõiäíî âêàçóâàòè ìåæi, âèäiëåíi êîìàìè. ßêùî iíòåãðàë
íåâëàñíèé, ìåæi ïîçíà÷àþòüñÿ inf (+∞), minf (−∞).

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞
0

dx

1 + x2
.

(%i1) integrate(1/(1+x^2),x,0,inf);

(%o1)
π

2

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ 4π

0
x2 sin3 xdx.

(%i2) integrate(sin(x)^3*x^2,x,0,4*%pi);

(%o2) − 288 · π2 − 40

27
− 40

27

8.2.1 Ñïåöôóíêöi¨ iíòåãðóâàííÿ

Ïðè iíòåãðóâàííi äåÿêèõ ôóíêöié ÷àñòî çóñòði÷àëèñÿ âèïàäêè, êîëè íåâèçíà÷åíèé
iíòåãðàë íåìîæëèâî çíàéòè â ÿâíîìó âèãëÿäi, îäíàê òåõíi÷íi òà íàóêîâi ïîòðåáè âèìà-
ãàëè ðîáîòó ñàìå ç òàêèìè âèðàçàìè. Òàêi iíòåãðàëè áóëè äîáðå âèâ÷åíi, äîñëiäæåíi òà
ïðîòàáóëüîâàíi, à ñàìi âèðàçè îòðèìàëè íàçâó ñïåöiàëüíèõ iíòåãðàëüíèõ ôóíêöié.

Çíàéäåìî ó Maxima íàñòóïíèé iíòåãðàë:
∫ +∞
−∞ x2e−x2

dx

(%i1) integrate (x^2*exp(-x^2),x,minf,inf);

(%o1)

√
π

2

Òåïåð çíàéäåìî òàêèé æå, àëå íåâèçíà÷åíèé:

(%i2) integrate (x^2*exp(-x^2),x);

(%o2)

√
π · erf (x)

4
− x · e−x2

2

95



Áà÷èìî, ùî ó âèðàçi ç'ÿâèëàñü ôóíêöiÿ erf(x) � öå äîáðå âiäîìèé ¾iíòåãðàë ïîìè-
ëîê¿ Ãàóññà

erf(t) =
2√
π

∫ t

0

e−z2dz.

Ùå äåêiëüêà ñïåöôóíêöié, ùî ìîæóòü âèíèêàòè ïðè iíòåãðóâàííi:

gamma(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt Γ−ôóíêöiÿ Åéëåðà;

gamma_incomplete(a,z) =

∫ +∞

z

ta−1e−tdt âàðiàíò Γ−ôóíêöi¨ Åéëåðà;

beta(r,s) =
Γ(r)Γ(s)

Γ(r + s)
B−ôóíêöiÿ;

zeta(s) =
∞∑
n=1

1

ns
ζ −ôóíêöiÿ Ðiìàíà;

elliptic_f(phi,m) =

∫ ϕ

0

dx√
1−m sin2 x

åëiïòè÷íèé iíòåãðàë ïåðøîãî ðîäó;

elliptic_m(phi,m) =

∫ ϕ

0

√
1−m sin2 xdx åëiïòè÷íèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó.

Iñíó¹ ùå áàãàòî ñïåöôóíêöié, ÿêi âèíèêàþòü ïðè çíàõîäæåííi iíòåãðàëiâ ÷è
ðîçâ'ÿçàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàöiêàâëåíîìó ÷èòà÷åâi âàðòî çâåðíóòèñü äî äîñèòü
îáøèðíî¨ ëiòåðàòóðè ç öüîãî ïèòàííÿ.

8.2.2 Iíòåãðóâàííÿ ç defint òà ldefint

Ó çíàõîäæåííi âèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ iñíóþòü äîïîìiæíi êîìàíäè defint òà ldefint.
Ñèíòàêñèñ çàäàííÿ àíàëîãi÷íèé äî integrate.

Êîìàíäà defint(f(x),x,a,b � øóêà¹ iíòåãðàë çâè÷íèì äëÿ íàñ ñïîñîáîì, òîáòî çíà-
õîäèòü ñïî÷àòêó íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë, ïîòiì ïiäñòàâëÿ¹ â íüîãî ìåæi (ÿê íå äèâíî,
integrate äi¹ iíøèì, âiäîìèì ëèøå ðîçðîáíèêàì, ÷èíîì).

Êîìàíäà ldefint(f(x),x,a,b � øóêà¹ iíòåãðàë çà ïðîöåäóðîþ defint, àëå ïðè ïiä-
ñòàâëÿííi ìåæ çíàõîäèòü ãðàíèöi limx→a òà limx→b. ßêùî ïðîiíòåãðîâàíèé âèðàç ¾ãàðíèé¿,
òî ðåçóëüòàò íå áóäå âiäðiçíÿòèñü âiä defint ÷è integrate, îäíàê ïðè ðîçáiæíîìó iíòå-
ãðàëi ÷è íåîáìåæåíèõ ãðàíèöÿõ âèâåäåííÿ ðåçóëüòàòó áóäå â iíøîìó âèãëÿäi. Êîëè äëÿ
ðîçáiæíîãî iíòåãðàëó integrate ïðîñòî ïðîêîíñòàòó¹ öåé ôàêò, ldefint ïîêàæå êîðèñíó
iíôîðìàöiþ, ÿêèì ñàìå ÷èíîì iíòåãðàë áóäå ðîçáiãàòèñü.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞
0

x−3dx.

(%i3) integrate(1/x^3,x,0,inf);

de�nt: integral is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i4) ldefint(1/x^3,x,0,inf);

(%o4)
limx→0

1
x2

2

▶ Çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞
0

lnxdx.
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(%i5) integrate(log(x),x,0,inf);

de�nt: integral is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i6) ldefint(log(x),x,0,inf);

(%o6) lim
x→∞

x · log (x)− x

8.2.3 Iíòåãðàëè, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà

Çàäàìî Maxima íàñòóïíèé iíòåãðàë:
∫ +∞

−∞

dx

b2 + x2
.

(%i1) integrate(1/(b^2+x^2),x,0,inf);

Is b zero or nonzero? nonzero;
Is b positive or negative? pos;

(%o1)
π

2 · b
ßê áà÷èìî, íàì äîâåëîñü äàâàòè âiäïîâiäi íà ïèòàííÿ ñèñòåìè ùîäî âèãëÿäó ïàðàìå-

òðà b, îñêiëüêè âiä öüîãî çàëåæèòü ðåçóëüòàò âèâåäåííÿ. Íàïðèêëàä, iíòåãðàë
∫ +∞

0

e−axdx

ïðè a > 0 çáiæíèé, ïðè a ≤ 0 ðîçáiæíèé.

(%i2) integrate(%e^(-a*x),x,0,inf);

Is a positive, negative or zero? pos;

(%o2)
1

a

(%i3) integrate(%e^(-a*x),x,0,inf);

Is a positive, negative or zero? neg;
Is e^a-1 positive, negative or zero? neg;
de�nt: integral is divergent.

� an error. To debug this try: debugmode(true);

Ùîá íå âiäïîâiäàòè íà äîäàòêîâi ïèòàííÿ, íà ïàðàìåòðè ìîæíà íàêëàñòè óìîâè. Öå
çäiéñíþ¹òüñÿ êîìàíäîþ assume(ineq), äå ineq � âiäïîâiäíà íåðiâíiñòü.

(%i1) assume(a>1);

(%o1) [a > 1]

(%i4) integrate(x^a/(x+1)^(5/2),x,0,inf);

Is a an integer? no;
Is 2a-1 positive, negative or zero? neg;

(%o4) beta

(
3

2
− a, a+ 1

)
Ñêàñóâàòè óìîâó äîçâîëÿ¹ êîìàíäà forget(ineq).
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8.3 Ïëîùà ìiæ äâîìà êðèâèìè

Ïëîùà ïîâåðõíi ìiæ äâîìà êðèâèìè f(x) òà g(x): S =
∫ b

a
(f(x) − g(x))dx, äå a òà

b � òî÷êè ¨õ ïåðåòèíó. Ùîá çíàéòè öi òî÷êè, ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ f(x) = g(x).
Âèìîãà äîäàòíîñòi ïëîùi çóìîâëþ¹ òå, ùî f(x) ìà¹ çíàõîäèòèñü âèùå çà g(x), i çà öi¹þ
îáñòàâèíîþ íåîáõiäíî óâàæíî ñëiäêóâàòè, îñêiëüêè íà ïðîìiæêó [a, b] òî÷îê ïåðåòèíó ìîæå
áóòè êiëüêà. Â çàäà÷àõ òàêîãî òèïó íàéïåðøå ïîòðiáíî çîáðàçèòè ãðàôiêè êðèâèõ.

▶ Çíàéòè ïëîùó ìiæ êðèâèìè f(x) =
√
x òà g(x) = x3/2.

Çîáðàçèìî öi êðèâi (Ðèñ. 8.1). Âèäíî, ùî f(x) çíàõîäèòüñÿ âèùå çà g(x).

(%i1) plot2d([sqrt(x),x^(3/2)], [x,0,1.2],[style,[lines,2,1],

[lines,2,2]],[plot_format, gnuplot]);

Ðèñ. 8.1: Ãðàôiêè êðèâèõ f(x) òà g(x).

Òî÷êè ïåðåòèíó:

(%i2) f(x):=sqrt(x);

(%o2) f (x) :=
√
x

(%i3) g(x):=x^(3/2);

(%o3) g (x) := x
3
2

(%i4) solve(f(x)=g(x),x);

(%o4) [x = 0, x = 1]

Ïëîùà ïîâåðõíi:

(%i5) integrate(f(x)-g(x),x,0,1);

(%o5)
4

15

▶ Çíàéòè ïëîùó ìiæ êðèâèìè f(x) =
3

10
x5 − 3x4 + 11x3 − 18x2 + 12x + 1 òà g(x) =

−4x3 + 28x2 − 56x+ 32.
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Çîáðàçèìî öi êðèâi (Ðèñ. 8.2). Âèäíî, ùî f(x) òà g(x) ìàþòü äâi òî÷êè ïåðåòèíó, i
ïîëîæåííÿ îäíi¹¨ êðèâî¨ âiäíîñíî iíøî¨ çìiíþ¹òüñÿ.

(%i1) f(x):=(3/10)*x^5-3*x^4+11*x^3-18*x^2+12*x+1;

(%o1) f (x) :=
3 · x5

10
− 3 · x4 + 11 · x3 − 18 · x2 + 12 · x+ 1

(%i2) g(x):=-4*x^3+28*x^2-56*x+32;

(%o2) g (x) := −4 · x3 + 28 · x2 − 56 · x+ 32

(%i3) plot2d([f(x),g(x)],[x,-1,5],[y,-10,10],

[style,[lines,2,1],[lines,2,2]],

[legend,"f(x)","g(x)"],[axes,solid]);

Ðèñ. 8.2: Ïëîùà ìiæ êðèâèìè f(x) òà g(x).

Ùîá çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó, ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ f(x) = g(x).

(%i4) solve(f(x)=g(x),x);

(%o4) [0 = 3 · x5 − 30 · x4 + 150 · x3 − 460 · x2 + 680 · x− 310]

(%i5) h(x):=3*x^5-30*x^4+150*x^3-460*x^2+680*x-310;

(%o5) h (x) := 3 · x5 − 30 · x4 + 150 · x3 − 460 · x2 + 680 · x− 310

ßê áà÷èìî, óòâîðèëîñü ðiâíÿííÿ 5-ãî ñòåïåíÿ, ÿêå íåðîçâ'ÿçíå â ðàäèêàëàõ. Àëå
Maxima äîçâîëÿ¹ çíàéòè ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè. Iç ãðàôiêà âèäíî, ùî òî÷êè ïåðåòèíó ìiñòÿ-
òüñÿ â ïðîìiæêàõ [0, 1], [2, 3], òà [3, 4]. Öÿ iíôîðìàöiÿ äîçâîëÿ¹ íàì çàñòîñóâàòè êîìàíäó
find_root.

(%i6) x1:find_root(h(x),x,0,1);

(%o6) 0.772058304527811

(%i7) x2:find_root(h(x),x,2,3);

(%o7) 2.291819210962955
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(%i8) x3:find_root(h(x),x,3,4);

(%o8) 3.865127100061793

(%i9) [y1,y2,y3]:map(f,[x1,x2,x3]);

(%o9) [3.613992056691179, 2.575784006305817, 2.882949345140559]

Òåïåð, íàðåøòi, ìîæåìî îá÷èñëèòè ïëîùó S, ïîïåðåäíüî âèêîíàâøè êîìàíäó
ratprint:false, ùîá Maxima íå íàìàãàëàñü ïåðåòâîðèòè âèðàçè ç ïëàâàþ÷îþ êîìîþ
ó ðàöiîíàëüíi:

(%i10) ratprint:false;

(%o10) false

(%i11) S:integrate(f(x)-g(x),x,x1,x2)+integrate(g(x)-f(x),x,x2,x3);

(%o11)
169540440064218273521

13902320084620535442

(%i12) S,numer;

(%o12) 12.19511844298367

8.4 Ïîâòîðíi iíòåãðàëè

Ó Maxima ìîæëèâî çíàéòè ïîâòîðíi iíòåãðàëè ÿêî¨ çàâãîäíî ðîçìiðíîñòi, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è âêëàäåííÿ êîìàíäè integrate îäíà â îäíó. Çâiñíî, â ïåðøó ÷åðãó íàñ áóäóòü
öiêàâèòè ïîäâiéíi òà ïîòðiéíi iíòåãðàëè. Ïðèïóñòèìî, íåîáõiäíî çíàéòè iíòåãðàë ïî îáëàñòi
V : ∫∫∫

V

F (x, y, z)dV =

∫ x2

x1

[∫ y2(x)

y1(x)

(∫ z2(x,y)

z1(x,y)

F (x, y, z)dz

)
dy

]
dx.

Íà ìîâi Maxima ðåàëiçàöiÿ òàêîãî iíòåãðàëó íàñòóïíà:
integrate(integrate(integrate(F(x,y,z),z,z1(x,y),z2(x,y)),y,y1(x),y2(x)),x,x1,x2).

Äîñëiäíèêàìè òàêîæ ðîçðîáëåíi äîäàòêîâi ïàêåòè äëÿ îá÷èñëåíü êðèâîëiíiéíèõ òà
ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ ðiçíèõ âèäiâ, çîêðåìà Math214 (äîêëàäíiøå ç öèì ìîæíà îçíàéî-
ìèòèñü íà ñàéòi The Maximalist). Ìîæëèâîñòi öüîãî ïàêåòó äîñèòü øèðîêi: çíàõîäæåííÿ
ïëîù ÷è îá'¹ìiâ ñêëàäíèõ ïîâåðõîíü, êðèâèçíè òà äîâæèíè ðiçíîìàíiòíèõ êðèâèõ, îïåðàöi¨
âåêòîðíîãî àíàëiçó ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåì Ãàóññà òà Ñòîêñà.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë∫∫∫
V

(x2+2y2+3z2)dV , äå V : {−
√
x2 + y2 ≤ z ≤

√
x2 + y2; −x ≤ y ≤ x; 1 ≤ x ≤ 2}.

(%i1) integrate(integrate(integrate(x^2+2*y^2+3*z^2,z,

-sqrt(x^2+y^2),sqrt(x^2+y^2)),

y,-(x),(x)),x,1,2);

Is x positive, negative or zero? pos;

(%o1)
31 ·

(
5 · asinh (1) + 17 ·

√
2
)

10
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8.4.1 Ïëîùà åëiïñà

Ðiâíÿííÿ åëiïñà ìà¹ âèãëÿä
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Ïîêëàäåìî a > b òà âèðàçèìî x ÷åðåç y ó

ïåðøîìó êâàäðàíòi: x =
a

b

√
b2 − y2. Òîäi ÷âåðòü ïëîùi åëiïñà ìà¹ âèãëÿä

S

4
=

∫∫
D

dxdy =

∫ b

0

(∫ a
b

√
b2−y2

0

dx

)
dy.

Ïåðåâåäåìî çàäà÷ó íà ìîâó Maxima, âèêîðèñòàâøè âêëàäåííÿ îäíîãî iíòåãðàëó â
iíøèé äëÿ ðåàëiçàöi¨ ïîâòîðíîãî iíòåãðàëó:

(%i13) s1:solve((x/a)^2+(y/b)^2=1,x);

(%o13) [x = −a ·
√
b2 − y2

b
, x =

a ·
√
b2 − y2

b
]

(%i14) x1:rhs(s1[2]);

(%o14)
a ·
√
b2 − y2

b

(%i15) integrate(integrate(1,x,0,x1),y,0,b);

(%o15)
π · a · b

4
Çâiäñè çàãàëüíà ïëîùà åëiïñà S = πab.

8.4.2 Ìîìåíò iíåðöi¨ åëiïñî¨äà

Íåõàé ìà¹ìî îäíîðiäíèé åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ ç ïiâîñÿìè a, b, c:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1; −a ≤ x ≤ a; −b ≤ y ≤ b; −c ≤ z ≤ c.

Êîæåí åëåìåíò îá'¹ìó dV = dxdydz ìà¹ ìàñó dm = ρdV . Çàãàëüíà ìàñà îá'¹êòó
m, çàãàëüíèé îá'¹ì V = 4

3
πabc. Îá÷èñëèìî ìîìåíò iíåðöi¨ åëiïñî¨äà âiäíîñíî îñi z, ùî

øóêà¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Iz =

∫∫∫
V

(x2 + y2)dm = ρ

∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz.

Çàïèøåìî ìåæi iíòåãðóâàííÿ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ iç ïðîåêòóâàííÿ ïîâåðõíi íà âiäïîâiäíi
îñi òà ïëîùèíè: 

−a ≤ x ≤ a;

−b
√

1− (x/a)2 ≤ y ≤ b
√

1− (x/a)2;

−c
√

1− (x/a)2 − (x/b)2 ≤ z ≤ c
√

1− (x/a)2 − (x/b)2.

Òîäi çàäà÷à íà ìîâi Maxima âèãëÿäàòèìå íàñòóïíèì ÷èíîì:

(%i1) F(x,y,z):=x^2+y^2;

(%o1) F (x, y, z) := x2 + y2

(%i2) V:(4/3)*%pi*a*b*c;

(%o2)
4 · π · a · b · c

3
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(%i3) %rho:m/V;

(%o3)
3 ·m

4 · π · a · b · c

(%i4) x1:-a;

(%o4) − a

(%i5) x2:a;

(%o5) a

(%i6) y1(x):=-b*sqrt(1-(x/a)^2);

(%o6) y1 (x) := −b ·
√

1−
(x
a

)2
(%i7) y2(x):=b*sqrt(1-(x/a)^2);

(%o7) y2 (x) := b ·
√

1−
(x
a

)2
(%i8) z1(x,y):=-c*sqrt(1-(x/a)^2-(y/b)^2);

(%o8) z1 (x, y) := −c ·
√

1−
(x
a

)2
−
(y
b

)2
(%i9) z2(x,y):=c*sqrt(1-(x/a)^2-(y/b)^2);

(%o9) z2 (x, y) := c ·
√
1−

(x
a

)2
−
(y
b

)2
(%i10) Iz:%rho*integrate(integrate(integrate

(F(x,y,z),z,z1(x,y),z2(x,y)),y,y1(x),y2(x)),x,x1,x2);

Is a positive, negative or zero? pos;
Is b positive, negative or zero? pos;
Is (x-a)(x+a) positive, negative or zero? neg;

(%o10)
(8 · π · a5 · b3 + 8 · π · a7 · b) ·m

40 · π · a5 · b

(%i11) rat(Iz);

(%o11)/R/
(b2 + a2) ·m

5

Áà÷èìî, ùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò çáiãà¹òüñÿ iç êëàñè÷íèì, îäåðæàíèì àíàëiòè÷íî
¾íà ïàïåði¿.

8.5 ×èñåëüíå iíòåãðóâàííÿ

Çà íàÿâíîñòi ñêëàäíèõ âèïàäêiâ, àáî ïðè iíòåãðóâàííi óçàãàëüíåíèõ ÷è ñïåöiàëüíèõ
ôóíêöié, Maxima íå ìîæå âiäîáðàçèòè ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ ó âèãëÿäi åëåìåíòàðíèõ
ôóíêöié àáî ÷èñëà. Òîäi äîâîäèòüñÿ iíòåãðóâàòè ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Maxima ìiñòèòü
äâà îñíîâíèõ ñïîñîáè ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ: êîìàíäè ñiìåéñòâà quadpack òà ìåòîä
romberg.
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quadpack ìà¹ äîâãó òà øàíîâàíó iñòîðiþ, iíòåãðóâàííÿ öèì ìåòîäîì áóëî íàïè-
ñàíå íà ìîâi FORTRAN ùå 1973 ðîêó. Çãîäîì êîä áóâ àäàïòîâàíèé òà âêëþ÷åíèé
äî Maxima. Êîìàíäè öüîãî ñiìåéñòâà: quad_qag, quad_qags, quad_qagi, quad_qawc,

quad_qawf, quad_qawo, quad_qagp. Êîæíà êîìàíäà ñòâîðåíà äëÿ öiëêîì îêðåìîãî âèïàä-
êó ôóíêöié ç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè, òîìó âìiëå çàñòîñóâàííÿ ¨õ ïðèíîñèòü ìàêñèìàëüíèé
ðåçóëüòàò.

Ìè ðîçãëÿíåìî äâi êîìàíäè (ç iíøèìè ÷èòà÷ ìîæå îçíàéîìèòèñü ó ÄîâiäöiMaxima):
quad_qags(f(x),x,a,b,[opts]) � ÷èñåëüíî øóêà¹ iíòåãðàë f(x) íà îáìåæåíîìó ïðî-

ìiæêó [a, b]. Íåîáîâ'ÿçêîâi êîìàíäè [opts] ðåãóëþþòü âåëè÷èíó âiäíîñíî¨ ïîìèëêè àïðî-
êñèìàöi¨ (çà çàìîâ÷óâàííÿì 10−8), ÷èñëî ïiäiíòåðâàëiâ ðîçáèòòÿ (çà çàìîâ÷óâàííÿì 200).

quad_qagi(f(x),x,a,b,[opts]) � ÷èñåëüíî øóêà¹ iíòåãðàë f(x) íà ïðîìiæêó [a, b],
îäíå çi çíà÷åíü ÿêîãî (a ÷è b) ìîæå áóòè íåñêií÷åííiñòü.

▶ ×èñåëüíî îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫ 3

0

xe
√
xdx.

(%i1) quad_qags(x*exp(sqrt(x)),x,0,3);

(%o1) [18.6521959729504, 1.474278886087793 · 10−7, 147, 0]

Ó âiäïîâiäi ç'ÿâèâñÿ ñïèñîê ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ: âëàñíå ñàìå çíà÷åííÿ iíòåãðàëó, âiäíî-
ñíà ïîõèáêà îá÷èñëåííÿ, ÷èñëî ïðîìiæíèõ iíòåãðàëüíèõ çíà÷åíü, êîä ïîìèëêè (0 îçíà÷à¹
ïðîáëåì â iíòåãðóâàííi íå áóëî).

Öiêàâî ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàò ç êîìàíäîþ integrate:

(%i2) integrate(x*exp(sqrt(x)),x,0,3),numer;

(%o2) 18.65219597319475

Ðiçíèöÿ ìiæ äâîìà çíà÷åííÿìè 2.443591995415772 · 10−10.

▶ ×èñåëüíî çíàéòè iíòåãðàë
∫ +∞

0

x3e−3x.

(%i3) quad_qagi (x^3*exp(-3*x), x, 0, inf);

(%o3) [0.07407407407407407, 1.419030764062393 · 10−10, 105, 0]

Ïîðiâíÿ¹ìî ç integrate:

(%i4) integrate(x^3*exp(-3*x), x, 0, inf);

(%o4)
2

27

(%i5) 2/27,numer;

(%o5) 0.07407407407407407

ßê áà÷èìî, çíîâó ñïiâïàäiííÿ äâîõ çíà÷åíü äóæå òî÷íå.
Ùå îäíà êîìàíäà äëÿ ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹ ìåòîä Ðîìáåðãà:

romberg(f(x),x,a,b).
Òî÷íiñòü öüîãî ñïîñîáó çàäà¹òüñÿ ãëîáàëüíèìè çìiííèìè rombergabs � àáñîëþòíà

ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨, òà rombergtol � âiäíîñíà ïîõèáêà àïðîêñèìàöi¨. Êîìàíäà rombergit
çàäà¹ êiëüêiñòü ïîäiëiâ íàâïië ïî÷àòêîâîãî iíòåðâàëó ïiä ÷àñ iíòåãðóâàííÿ, òîáòî ÿêùî
ïðèéíÿòè rombergit:10, êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ñòà¹ 210 = 1024.

▶ Çíàéòè iíòåãðàë çà ìåòîäîì Ðîìáåðãà
∫ 10

3

(
1

(x− 1)2 + 0.01
+

1

(x− 2)3 + 0.001

)
dx.

(%i25) f(x):=1/((x-1)^2+1/100)+1/((x-2)^3+1/1000);

(%o25) f (x) :=
1

(x− 1)2 + 1
100

+
1

(x− 2)3 + 1
1000

103



(%i26) rombergtol:1e-6;

(%o26) 1.0 · 10−6

(%i27) rombergit:10;

(%o27) 10

(%i28) int1:romberg(f(x),x,3,10);

(%o28) 0.8804650492843361

(%i31) int2:integrate(f(x),x,3,10),numer;

(%o31) 0.8804650492560029

(%i32) int1-int2;

(%o32) 2.833322465534138 · 10−11

Òî÷íiñòü öüîãî ìåòîäó òåæ äóæå âèñîêà.

8.6 Çàâäàííÿ äî Ðîçäiëó 8

Â ïîäàíèõ iíòåãðàëàõ çäiéñíèòè çàìiíó çìiííî¨, ïiñëÿ ÷îãî îá÷èñëèòè iíòåãðàë
ïî íîâié çìiííié

8.1.

∫
2

x2 − 2x− 5
dx; x− 1 → z

8.2.

∫
xe−

√
xdx;

√
x→ t

8.3.

∫
x2 lnxdx; lnx→ y

8.4.

∫
sin2 x cos2 xdx; sinx→ z

8.5.

∫
ex

x
dx; ex → t

8.6.

∫
x2 sin

√
xdx;

√
x→ y

8.7.

∫
dx

5x3 − 14x2 + 13x− 4
; x− 1 → z

8.8.

∫
dx

x
√
lnx

; 1/x→ t

8.9.

∫ √
xe−x2

dx;
√
x→ y

8.10.

∫
sh2 x ch3 xdx; ch x→ z

Îá÷èñëèòè ïëîùó ìiæ çàäàíèìè êðèâèìè

8.11. f(x) =
2

x
; g(x) =

4

x2
; x ∈ [1, 4]

8.12. f(x) = x5; g(x) = x3;

8.13. f(x) = 4 sinx;
g(x) = 1

20
(x+ 6)(x+ 2)(x− 1)(x+ 5);

8.14. f(x) = x;
g(x) = x+ sin2 x; îäèí öèêë

8.15. f(x) = 5 cosx;
g(x) = x4 − x3 + 2x; x ∈ [−2, 2]

8.16. f(x) = x3 − x− 4; g(x) = x4 − 20;

8.17. f(x) = 3 sin3 x;
g(x) = 8 cos3 x; îäèí öèêë

8.18. x− y − 1 = 0; y2 = 2x+ 1;

8.19. f(x) = e
√
x; g(x) = 5 sinx;

8.20. f(x) = cos
1

x
; g(x) = x;

îñòàííÿ çàìêíåíà ôiãóðà.
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Îá÷èñëèòè ÷èñåëüíî iíòåãðàëè çà ìåòîäîì quad_pack òà ìåòîäîì romberg, ïîðiâ-
íÿòè ¨õ çíà÷åííÿ

8.21.

∫ 3

0

e−x3

dx;

8.22.

∫ 2

1

sin (x3)dx;

8.23.

∫ 5

2

sinx

x
dx;

8.24.

∫ 1

0

sin(cosx)dx;

8.25.

∫ 4

0

√
1 + sin2 xdx;

8.26.

∫ 5

1

1√
1 + sin2 x

dx;

8.27.

∫ 3

1

sin 3
√
xdx;

8.28.

∫ 10

1

sin(lnx)dx;

8.29.

∫ 7

1

1

x5 − 3x3 + 22
dx;

8.30.

∫ 2

1

x

cosx
dx;
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