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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СИСТЕМЫ Mathematica ПРИ ПОИСКЕ 

КОНСТРУКТИВНЫХ МЕТОДОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ  

УРАВНЕНИЯ АБЕЛЯ 

 
В данной работе развиваются два метода интегрирования уравнений Абеля с помощью системы 

компьютерной алгебры Mathematica, а также приводится новый метод исследования этих уравнений, 

связанный с построением системы двух дифференциальных уравнений первого порядка. Последняя си-

стема эквивалентна нелинейному дифференциальному уравнению второго порядка, которое обладает 

двумя однопараметрическими семействами решений в форме общих решений двух уравнений Абеля 

первого рода. 

 
1. Краткий обзор уравнений Абеля и постановка задачи  

Простейшими с точки зрения структуры правой части нормального дифферен-

циального уравнения первого порядка, после уравнения Риккати [1], являются уравне-

ния вида 
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0' ayayayay  ,                                               (1) 

                                              21
2

010 ')( bybybyaya  ,                                                  (2) 

коэффициенты которых qpbbbaaaa  , , , , , , , , 2103210  являются функциями независимого 

переменного x . Уравнения (1), (2) называют соответственно уравнениями Абеля перво-

го и второго рода  [2]. Посредством элементарных преобразований эти уравнения 

можно привести к уравнениям вида 

                                                  )(' 3 xqyy  ,                                             (3) 

                                                  )(' xryyy  .                                   (4) 

Уравнение (3) называют уравнением Абеля первого рода в канонической форме, а урав-

нение (4) – уравнением Абеля второго рода в канонической форме. Соотношение межу 

уравнениями (1) и (2) следующее: если известно одно частное решение уравнения (1), 

то его можно записать в форме (2). 

 Уравнения (1), (2) очень часто встречаются в самой теории дифференциальных 

уравнений и в ее приложениях. Некоторые примеры уравнений высших порядков, сво-

дящихся к уравнениям (1), (2) приведены в работах [3-5]. 

 В качестве примера дифференциального уравнения третьего порядка, сводяще-

гося к уравнению Абеля, приведем уравнение   

                                 6422332  ' ' '' ' ''' ''' yfyyqyypyyhydyyybyy  ,                          (5) 

где коэффициенты fqphdb ,,,,, - постоянные величины. Уравнение (5) возникает при 

решении задачи о нахождении уравнений Р-типа среди нормальных дифференциаль-

ных уравнений третьего порядка с полиномиальными правыми частями по  '',' yy  и ра-

циональными правыми частями по y [6]. В статье [4] показано, что уравнение (5) можно 

свести к уравнению Абеля, для чего введем замену 

vy
dx

du
yu

dx

dy
       , 2  , 

где v новая неизвестная функция. В результате получим уравнение 
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fquuphudbvhub
du

dv
v  23 )2()62(])7[(           

или 

                                                     23 )()(' wuwuw   ,                                            (6) 

где  

                 fquuphudbuhubuvw  23 )2()62()(    ,)7()(    ,1  .       (7)   

Уравнение (6)-(7) является уравнением Абеля вида (1). 

Таким образом, появляется надежда, что новые подходы в исследовании урав-

нений Абеля помогут продвинуть, в том числе, и исследование уравнения (5). Кроме 

того, в теории нелинейных уравнений третьего порядка уравнение Абеля возникает и 

при отыскании коэффициентов уравнения Шази с шестью особыми точками [7]. 

 Аналитические свойства решений уравнений (1), (2) существенно отличаются от 

свойств решений уравнений Риккати. Это объясняется двумя причинами: 

          1) решения уравнений (1), (2) обладают подвижными алгебраическими точками 

ветвления второго порядка в то время, как решения уравнений Риккати могут иметь 

только подвижные полюсы первого порядка [4]; 

          2) уравнение Риккати всегда сводится к однородному линейному уравнению вто-

рого порядка, в то время как для уравнений (1)-(2) это возможно только в исключи-

тельных случаях. 

Для отыскания общего решения уравнения Риккати достаточно знать его одно 

частное решение, в то время как для уравнений (1), (2) в общем случае вообще не изве-

стен факт возможного построения его общего решения по известным частным решени-

ям. С другой стороны очевидно и то, что для построения уравнения вида (1) всегда до-

статочно знать его четыре различные частные решения [4]. 

 Уравнение Абеля будем называть разрешимым, если оно интегрируется в квад-

ратурах в замкнутом виде или сводится к уравнению Риккати. Наиболее полный список 

разрешимых уравнений Абеля приведен в справочнике [8]. В.Ф.Зайцев и его ученики 

на основе дискретно-группового метода получили ряд новых разрешимых случаев 

уравнения Абеля [1, 9]. Метод непрерывного группового анализа для исследования 

уравнения Абеля (1) приведен в работе [10]. 

 В данной работе мы развиваем два метода интегрирования уравнений Абеля с 

помощью системы компьютерной алгебры Mathematica, а также приводим новый метод 

исследования этих уравнений, связанный с построением системы двух дифференциаль-

ных уравнений первого порядка. 

 

 2. Метод интегрирующего множителя с двумя известными частными реше-

ниями. 

 

Нашей целью является отыскание интегрирующего множителя специальной 

формы для уравнения Абеля 

                                         )()()()( 32
2

1
3

0 xavxavxavxa
dx

dv
                                (8) 

(  )3,2,1,0(  )( ixai  непрерывно дифференцируемые функции от x ), у которого из-

вестны два частных решения. 

Введем замену 
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которая позволяет преобразовать уравнение (8) в уравнение 

                          )()()()(' ) (  32
2

1
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0 xbyxbyxbyxbyy   ,                    (10) 

где 

                                                     ,                                                        (11) 
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00 )''(  aaaab  ,                    

  2
01 3)''''()''( ab  

 2
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2
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1 3)2()2( aaa  ,                (12 k ) 

 2
02 3)''''()''(  ab  
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1 3)2()2(  aaa  ,                   

3
3

2
2

2
1

3
03 )''(  aaaab  . 

Пусть )(1 xv  и  )(2 xv   ( 21 vv  ) –  любые частные решения уравнения (8). Величины   и 

  в преобразовании (9) выберем так, чтобы 

                                                          21         , vv   .                                       (13) 

Легко видеть, что если функции   и   выбраны согласно условиям (13), то коэффици-

енты  ,0   ,0 30  bb   а )( 21 vv   . Чтобы получить тождество  1 , положим 

                                                      
21

1

vv 
 .                                              (14) 

Подставляя величины (13) в уравнения (9), (12 2 ) и (12 3 ) и учитывая (14), найдем 
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и тогда уравнение (10) примет вид 



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


 yavvavvyy  ))2(( )(
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[') ( 121021








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                         yavvavv  ]  ))2(( )(
''

 112021 
















 .                            (15) 

Простейший случай уравнения (15) – это случай   . Тогда уравнение (15) примет 

вид 

yyavvavvyavvavvyy  )]1)()2()(()2)(3)(([')1( 112021121021  .    (16) 

Если положить в уравнении (16) 

                                          02)(3 1210  avva ,                                             (17) 

то получим уравнение с разделяющимися переменными вида 

)1( )(' )1(2 2
120  yyvvayy , 

из которого найдем 

                                  ] )( [ exp )1( 2
1201

42 dxvvaCyy ,                            (18) 

где 1C  произвольная постоянная. Отсюда следует 

Теорема 1. Если два частных решения 1v  и 2v  )( 21 vv   уравнения Абеля (8) удо-

влетворяют тождеству (17), то уравнение (8) разрешимо. 

Доказать теорему 1 можно и другим способом. Так как 1v  и 2v  частные решения 

уравнения (8) и последнее удовлетворяет тождеству (17), то из (17) найдем 
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Подставляя (19) в (8) и, учитывая, что 1v  и 2v  его частные решения, получим 
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где )(xI инвариант Лиувилля [4, с.169] )
3

''

27

2
)(( 01102103

13
2

0

aaaaaaa
aaaxI


 ,  

равенство нулю которого гарантирует разрешимость уравнения Абеля. ■ 

Пример 1.  Рассмотрим уравнение Абеля 
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23 








 .                       (20) 

Двумя частными решениями уравнения (20) являются функции 
2

2
2

1         , xxvxxv  , 

которые вместе с коэффициентами этого уравнения удовлетворяют тождеству (17). 

Общее решение уравнения (20), согласно замене (9) и соотношению (18), имеет вид 

                                                        
1

))1(1(




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yxxx
v , 

где  
)1(2

))1(4(
1

2
1

2
1

2






xC

xCxxx
y ,  1C  произвольная постоянная. 

Далее мы будем решать задачу нахождения для уравнения Абеля (15) интегри-

рующего множителя вида 

                                   .)()()()( 321
)()(

)()(

  xyxyxyexf xqyxp

xhyxk

 



                   (21) 

где   )( ),(  ),(  ),( xqqxppxhhxuu  аналитические функции от x ;  ,,  неко-

торые постоянные, непрерывно дифференцируемые функции )(),(),( 321 xxx   не явля-

ются решениями уравнения (15), а показатель экспоненты есть дробно-рациональная 

функция указанного вида. Не теряя общности полагаем, что  ,0p   0 kqhp .  

Введем обозначения 

                                        .2     ,2 12102121210211 avvavvsavvavvs          (22) 

Сформулируем теперь следующую теорему [11]. 

 Теорема 2. Если имеют место соотношения  

                                                            ffsk /'2' 1  ,                                                          (23) 

                                ) ) )2(1( )2 )4(2((
1

2
2

1
2
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sqqksqqk
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h 


 ,             (24) 

                                                           
1

) ( 
' 12






q

sqsq
q ,                                                         (25) 

 ))'('32(' 2 2
2
21122
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2
1 ssssssssqsssss  

                         0))'4()'(52(2)'3( 2
2
211

2
222

2
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3
12

2
21  sssssssssqsss ,         (26) 

то дифференциальное уравнение  

                                                        )  (')1( 2
2

1 ysysyy                                                (27) 

имеет интегрирующий множитель вида  
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xhyxk
Expxf .                                           (28) 

 Доказательство. Условие того, что (21) есть интегрирующий множитель урав-

нения (27) имеет вид 

                                                    
y

ysys
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y








 ))(())1(( 2
2

1
.                                       (29) 

 Подставим (21) в тождество (29) и после преобразований приведем полученное 

выражение к полиномиальному уравнению шестой степени 

 ))(( 32
2

1
3

32
2

1
3

0  yyymymymym  

                             0))(2( 43
2

2
3

1
4

0
222  nynynynynqpqyyp ,                     (30) 

где 

)''(2 1
2

0 kppkspm  ,   

pkkphpphkqqkhpkqspqspsm '')''''()(4 11
2

21  , 

phhphqqhkqqkhpkqspqsqsm '')''''()(22 22
2

12  , 

                                        10
2

23          ,'' snhqqhqsm  ,                                  

'   1111121   sssn , '')( 1131112212   ssn , 

444311223      ,'   nsn ,             (30’) 

,      , 3211    3231212    ,  3213    , 

3211   ,        3231212      , 

)'( 
2

1
''' 22113322113   ,      

''' 3213213214   . 

Многочлен из левой части уравнения (30) с коэффициентами (30’) представляет собой 

весьма громоздкую аналитическую конструкцию в которой неизвестными функциями 

являются h, k, p, q. Приравнивая коэффициенты многочлена (30) нулю, получим систе-

му семи уравнений. Приведем здесь процедуру [11], реализованную в системе кодов 

СКА Mathematica 4.0, которая позволяет решить эту систему относительно функций h, 

k, p, q.  

Clear[“Global`*”]; 
eq = (y[x]+1)y’[x] == -(s1[x]y[x]2 + s2[x]y[x]); 

      ;][][][][][][]
][][][

][][][
[][ 321

  xxyxxyxxy
xqxyxp

xhxyxk
Expxf 




  

Соответствующее условие для интегрирующего множителя есть eq1 

eq1 = ∂x(μ Coefficient[eq[[1]],y’[x]/.y[x]→y) == -∂y(μ eq[[2]] /. 
              y[x] → y)/.Exp[ _ ]→1 // Simplify; 
Левую часть уравнения eq1 запишем как многочлен из левой части (30). 

eq2=Numerator[Together[eq1[[1,4]] ] ] //Collect[#, y, Simplify]& 
Степень этого многочлена равна 6 

Exponent[eq2, y] 
6 
Приравняем к нулю коэффициент при  y

6
 и найдем  )(' xk  из полученного уравнения. 

eq3 = Coefficient[eq2, y, 6] == 0; 
sol3 = Solve[eq3, k’[x]] [[1]]; 
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Затем приравняем к нулю коэффициент при y
5
 и, учитывая найденное значение )(' xk , 

из полученного уравнения найдем  )(' xh . 

eq4=Coefficient[eq2, y, 5] == 0 /.sol3 //Simplify; 
sol4=Solve[eq4, h’[x]] [[1]] //Simplify; 

Приравнивая коэффициент при 4y  к нулю и, учитывая найденные значения )(' xk  и 

)(' xh , найдем )(' xq . 

eq5=Numerator[Together[Coefficient[eq2, y, 4]/.sol3/.sol4]]==0//Simplify; 
sol5=Solve[eq5, q’[x]][[1]] //Simplify; 

Повторим те же самые вычисления для коэффициента при 3y
 
и найдем значение )(xh . 

eq6=Numerator[Together[Coefficient[eq2, y, 3]/.sol3/.sol4 /.sol5]] == 0 //Simplify; 
sol6=Solve[eq6, h[x]] [[1]];    

Приравнивая коэффициенты при 02  , , yyy  к нулю и принимая во внимание найденные 

выше значения )(' ),(),(' xqx h'xk  и )(xh , получим систему из трех уравнений, которые 

обозначим через eq7, eq8 и eq9. 
eq7 = Numerator[Together[Coefficient[eq2, y,2] /. sol3 /. sol4 /.  
          sol5 /. sol6]] == 0 // Simplify 
eq8 = Numerator[Together[Coefficient[eq2, y,1] /. sol3 /. sol4 /. 
          sol5 /. sol6]] == 0 // Simplify 
eq9 = Numerator[Together[Coefficient[eq2, y, 0] /. sol3 /. sol4 /. sol5 /. 
             sol6]] == 0 // Simplify 
Система eq7, eq8, eq9 является однородной относительно двух неизвестных функций 

p(x) и q(x). Необходимое условие существования ненулевого решения этой системы 

есть вырожденность ее матрицы:  

 mat = {{ Coefficient[eq7[[1]],p[x],2], Coefficient[eq7[[1]], p[x] q[x]],  
            Coefficient[eq7[[1]], q[x], 2]}, {Coefficient[eq8[[1]], p[x], 2],  
            Coefficient[eq8[[1]], p[x] q[x]], Coefficient[eq8[[1]], q[x], 2]}, 
           {Coefficient[eq9[[1]], p[x], 2], Coefficient[eq9[[1]], p[x] q[x]],  
            Coefficient[eq9[[1]], q[x], 2] }}; 
Определитель матрицы  mat  легко вычисляется с помощью следующей команды 

eq10 = Det[mat] // Simplify 

.0])[][1(][][][][])([])[1(   

][][][][])([])[1(][][          

][][(])[][(])[][(])[][(][  2

33
2

313222

2
212211

2
11

12
2

32
2

31
2

21
3







xxxxsxxsxx

xxsxxsxxxxs

xxsxxxxxxxf







 

Из последнего уравнения следует (поскольку )3,2,1( ii различные функции, которые 

не являются решениями уравнения (27)) существование трех эквивалентных возможно-

стей: 

0    или   0    или    0 . 

Рассмотрим, например, случай 0 . Не ограничивая общности, положим f(x)=1. По-

вторяя предыдущие вычисления, получим следующее условие 

0])[][]([][][][2])([])[1(

][][][][])([])[1(           

][][][][(])[][( [x]         

212122

2

212211

2

1112

2

21







xxxqxxxpxx

xxsxxsxx

xxsxxsxxq






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Это уравнение подобно рассмотренному нами ранее уравнению, поэтому следует ис-

следовать следующий упрощенный случай: 0  . В результате вычислений полу-

чим:       0])[])[1(][][][][(][][][ 11

2

1112

2

1  xxxxsxxs)xxpx(q  . 

Последнее уравнение обращается в тождество, если 
1

q
p  . Однако этот случай не-

возможен, поскольку в процессе решения системы eq5-eq9 при 0   получим со-

отношение  01  kh . Последнее соотношение и соотношение 
1

q
p   приводят к 

тому, что показатель экспоненты в (28) становится линейной функцией. Поэтому сле-

дующий шаг вычислений будет проводиться при условиях ,0   1][  xp . 

Вновь повторяя проделанные выше вычисления, получаем соотношения (23)-(26). Тео-

рема 2 доказана. ■ 

 Замечание. Рассматривая для уравнения (27) интегрирующий множитель вида  


















n

i

i
ixy

xqyxp

xhyxk
Expxf

1

))((  
)()(

)()(
 )(

 , 

где ),1( nii  различные функции, которые не являются решениями уравнения (27)) мы 

получим тот же результат, что и для интегрирующего множителя (21).  

 Пример 2.  Рассмотрим уравнение (27), если axs 1 , axs 22   (a – постоянная). 

Решая соответствующую систему уравнений (23)- (26), находим, что 

|)(|ln2 xfaxCk  ,   Cax

ax

eeeq 22
2

2

1 


,    )1( 22
2

2

Cax

ax

eeekh 


 . 

Подставляя эти значения функций k, q и h в (28) находим интегрирующий множитель:  

Caxe 
2

 , где C – произвольная постоянная. Тогда общий интеграл уравнения 

) 2 (')1( 2 yaxyaxyy   есть  Cax

ax

eeey 22
2

2

1 


. 

 Вывод. Уравнение Абеля первого рода (8) с двумя известными решениями )(1 xv  

и  )(2 xv  ( 21 vv  ) всегда можно привести к уравнению вида (27). Если коэффициенты 

этого уравнения удовлетворяют соотношениям (23)-(26), то это уравнение можно про-

интегрировать в квадратурах в замкнутой форме. 

 

 

3. Метод интегрирующих функций для уравнения Абеля второго рода  

  с известным частным решением 

 

Метод частных решений, предложенный Б. Кояловичем [3] для уравнения Абе-

ля второго рода (4), позволяет искать новые формы общего интеграла в зависимости от 

формы уравнения Абеля.  

 Суть этого метода заключается в следующем. Пусть   ),1(  )( nixii   из-

вестные частные решения уравнения (4). Пусть, также   )(xyy  произвольное реше-

ние уравнения (4), отличное от i . Рассмотрим функцию ),,( iyxf   как функцию трех 

аргументов iyx ,, . Возьмем ее полную производную по x  

                                          
i

i

i

rf

y

ry

y

f

x

f

dx

df
























   .                                               (31) 
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Пусть имеет место тождество 

                                  ),( ),(  i
i

i

i

xyx
rf

y

ry

y

f

x

f

dx

df


























 ,                          (32) 

где    и  – функции от указанных аргументов. Тогда уравнение (31) перепишем в ви-

де 

                                                        ),( ),( ixyx
dx

df
 .                                                    (33) 

Обозначим  ),1(   ),,( niyxff ii   . Рассмотрим сумму 

                                                           



n

i

ii fmW
1

 .                                                   (34) 

Тогда на основании (33), мы получим 

                                                      



n

i

ii xmx
dx

dW

1

),(  )(  ,                                              (35) 

где    ),1( nimi  постоянные. Если теперь нам удастся подобрать частные решения i  

и постоянные im  так, чтобы имело место уравнение 

                                                       0),(  
1




n

i

ii xm  ,                                                       (36) 

то из уравнения (35) следует, что 

                                                           CW     ( C произвольная постоянная).                (37) 

Таким образом, если в функции W  мы рассматриваем ),1(  nii   как определенные 

решения уравнения (4), а y  как произвольное решение, отличное от i , то равенство 

(37) определяет общий интеграл уравнения (4).  

Чтобы реализовать идею метода частных решений требуется: 

1) найти функцию f , удовлетворяющую уравнению (31), причем форму функ-

ций    и   можно выбрать по собственному усмотрению; 

2) найти, если это возможно, такие частные решения ),1(  nii   и постоянные 

),1(  nimi  , чтобы имело место равенство (36). 

Функция ),,( iyxff   называется интегрирующей функцией [3] для уравнения 

(4), если она удовлетворяет уравнению (32). 

 В общем случае интегрирование уравнения (32) эквивалентно интегрированию 

уравнения (4), поэтому возникает вопрос о том, нельзя ли подобрать функции    и   

так, чтобы можно было найти хотя бы одно решение уравнения (32). В работе [3] 

найдены три интегрирующие функции вида 

    
 





iy

du
u

uh
f


 exp

, 
 





ii

yyh

du
u

uh

hy

e
f


 exp

 
)(

, 
 





ii

y

i

yh

du
u

uh

h

e
f





 exp
 

)(

.   (38) 

Там же было показано, что эти интегрирующие функции являются единственными сре-

ди интегрирующих функций, явно не зависящих от x  (т.е. для них имеет место условие 

0




x

f
). Конструктивный момент нахождения интегрирующих функций заключается в 

том, что из них можно строить новые интегрирующие функции. Если имеется интегри-

рующая функция ),,( iyxff  , то функция 
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k

i

i
kn

k

kii

yxf
xyxfyxF









 



),,(
 )(),,(),,(

1

                            

является интегрирующей при специальном определенном выборе функций 

)1(  )( ,nkxk  . В работе [12] доказано, что при n=2 интегрирующая функция 

),,( iyxFF   имеет вид 

                                     
2

2

21   ),,(

ii
i

ff
yxfF















 ,                                      (39) 

где   1 12
I

eC ,    11        2
3121

I

i

I
edx

r
eCC














 


 ,  dx

r
I

i

 
21


,   

а  21,CC  произвольные постоянные. 

Пример 3. Пусть имеется интегрирующая функция 
 










y

i

yh

du
u

uh

h

e
f

 exp
 

)(

 , 

где  – неизвестное частное решение. Требуется построить уравнение Абеля второго 

рода, допускающее данную интегрирующую функцию, найти частное решение   и 

общий интеграл этого уравнения. 

Решение: Отметим, что при решении мы будем использовать методы, которые 

изложены в [13, 14]. Теперь определим исходное уравнение eq и уравнение eq1, кото-

рое показывает, что )(x  есть частное решение. 

Clear[“Global`*”]; 
eq = y[x]y’[x] - y[x] - r[x]==0; 

eq1= [x] ’[x] - [x] - r[x]==0; 
Из уравнений eq и eq1 следует определение дифференциального оператора d[f] полной 

производной для функции ),,( iyxf   

d[f_]:= f
r

f
y

ry
f yx 










   ; 

Введем интегрирующую функцию 1f  

f1 = - 













 

 


 yudu
u

e
e

h

hu
yh  ./   

1 )( ; 

Чтобы функция 1f  была общим интегралом уравнения eq, частное решение )(x  

должно удовлетворять следующему условию 

eq2=(d[f1 ] // Factor) == 0; 

Разрешая уравнение eq2 относительно  , определим частное решение ][r  уравнения 

eq: 

[r_ ]=( /. Solve[eq2,] [[1]]); 

Чтобы установить вид функции )(xr , при которой функция )(x  будет частным реше-

нием, подставляем ее в уравнение eq1 

eq3=eq1 /.  ([r[#] ] &) // Simplify; 
Полученное уравнение eq3 можно легко разрешить относительно производной ][' xr  

sol3=Solve[eq3, r’[x] ] [[1]] 

}][][ 2][ ]['{ 3322 xrhxrhxrhxr   
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Так как производная ][' xr  зависит только от r , то из полученного уравнения проще 

найти обратную функцию )(rx . 

eq4 = x’[r] == (1/ r’[x] /. sol3 /. r[x]r); 
sol4=DSolve[eq4, x[r], r] [[1]] 

} 
] 1[][

]1[
)1(

1
][ {

h

rhLog

h

rLog
C

hrh
rx





  

Мы получили соотношение между x и r. Теперь в исходном уравнении eq можно перей-

ти к новой независимой переменной r . В результате получим следующее уравнение 

Абеля 

eq5 = eq /. y[x]  y[r] /. r[x]r /. y'[x]  
         (y’[r] / x’[r] /. Solve[eq4, x’[r] ] [[1]]) // Simplify 
eq6 = y[r] (y’[r] == (y’[r] /. Solve[eq5, y’[r] ] [[1]]) ) // Thread[#, Equal] & 

2) 1( 

][
   ][' ][

rhrh

ryr
ryry




  

Подставляя частное решение )(r  в eq6, убеждаемся в том, что оно удовлетворяет 

найденному уравнению. 

eq6 /. y  ([#] &) // Simplify 
True 

C учетом найденного частного решения )(r  общий интеграл уравнения eq6 запишется 

в виде ( c произвольная постоянная): 

f 2 = (f1  /.   [r] /. y  y[r]) == c 

cry
hr

r
h

hr

hre
ry

hr

r
h



















]][
1

[lEiExpIntegra
 

)1(
])[

1
(

 

Дифференцируя 2f  и подставляя производную )(' ry  из уравнения eq6, убеждаемся, 

что выражение  2f  есть общий интеграл уравнения eq6. 

D[f 2 ,r] /. Solve[eq6, y’[r] ] [[1]] // Simplify 

True 

Здесь ] lEi[ExpIntegra xh  есть стандартное обозначение, используемое в системе Mathe-

matica  для интеграла вида  
 

du
u

uh
x

 
 exp

  . Таким образом, мы получили уравнение 

Абеля  )(  
) 1( 

)(
 )(

2
consth

rhrh

ryr

dr

dy
ry 




 , частное решение которого есть  =

hr

r




1
, а 

общий интеграл имеет вид 

Cdu

uy
hu

u

uy
hu

u
h

hr

hre
rry

hr

r
h

























)(
1

))(
1

exp(

 

)1(
))(

1
(

. 

Замечание. При 1h  данный пример рассмотрен в работе [3]. 

Пример 4. Пусть задана интегрирующая функция 
 






y

du
u

uh
f

 exp
, где  – не-

известное частное решение, h const . Требуется построить уравнение Абеля второго 
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рода, допускающее данную интегрирующую функцию, найти частное решение   и 

общий интеграл этого уравнения. 

Согласно алгоритму, приведенному в работе [12], частное решение искомого 

уравнения Абеля есть 
rh

r

 1

3


 , само уравнение имеет вид 

2)1)(2(

))((9
)('  )(






hrhr

ryr
ryry ,  

h

hrhr

hrh
Crx

)1ln()2ln( 

)1(

3
)( 1





 , 

а его общий интеграл есть        


















)(

1

3
lEiExpIntegra ry

hr

r
h  

C
ryhrryhrh

ryhrhrrhrrhrry
hr

r
h

















2)))( 3()()(2(

))()1)(2(3)1(6)(1(  ))(
1

3
( exp 

, 

где C   произвольная постоянная. При этом из заданной функции f мы строим новую 

интегрирующую функцию F вида (39). 

 

 

4. Специальное уравнение второго порядка и эквивалентная ему система 

 

 В работе [15] построено дифференциальное уравнение второго порядка 

 ')37')26'3(2020('5'')3( 2130120
2

10
2

10
32

0
2

010  aaaaaaaaaaaaaaa  

 3
1010

3
13

2
0210

42
1200

5
1

2
0

63
0 ))''(2)2711(2()(203216  aaaaaaaaaaaaaaaaa

 )2(2())''(3)327(2( 3
2

1320
2

21
2

20202
2

1
2

20310 aaaaaaaaaaaaaaaaaa   

                     31313021321213030 '')(2))''()''(3 aaaaaaaaaaaaaaaaa   ,             (40) 

которое имеет два однопараметрических семейства решений в форме общих решений 

уравнений Абеля первого рода. А именно, для уравнения (40) имеет место    

Теорема 3. Уравнение (40) имеет однопараметрические семейства решений в 

виде общих решений уравнений Абеля 

                                                    32
2

1
3

0' cccc                                             (41) 

(   )3,0(  ici некоторые аналитические функции x ) тогда и только тогда, когда 

)3,0(   iac ii  или  00 4ac  , 
0

2
1

2
1

22
12

4

a

ac
ac


  и имеют место соотношения  

                                                         2
112

0

1
33 )2( 

36
ac

a

a
ac  ,                                        

)'72'722167232)'(3612(
36

1
' 10103

2
0210

3
11200

2
1

2
11

3
1

0
1 aaaaaaaaaacaaaacac

a
c 

или  

          ))'2(36)'36536(2012(
180

1
13000

2
12011

2
1

3
12

0

3 aaaaacaaacaa
a

c  ,    


3

11200
2

1
2

11
3

1
0

1 64)9'917(420(
36

1
' acaaaacac

a
c  

                                   ))''(72)47(72 101021033
2

0 aaaaaaacaa  ,  
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 )''3(504( ))''3(6314( 110
2

1031
2

02
2

10
2

110102103
2

0
3

1 aaaaaaaaaaacaaaaaaaaaa

 '4682052972468152 )112 0
3

13
2

1
2

0
2

21
2

02
3

10
5

11
4

1 aaaaaaaaaaaaca  

                '1296'468'972'972'1620 12
2

01
2

101
2

030
2

00210 aaaaaaaaaaaaaaa         

0)'''')'3(3'(324''972 1
2

0010332
3

021
2

0100  aaaaaaaaaaaaaaa . 

 Используя эту теорему, можно получить новые условия интегрируемости [15] 

уравнения Абеля (41).  

Перейдем к решению следующей задачи: найти аналитическую форму эквива-

лентной системы, состоящей из двух дифференциальных уравнений первого порядка, 

для уравнения (40).  

 Будем искать систему, эквивалентную уравнению (40), в виде 

                                    
,)( '

,)3('

32

2

1

3

021

2

0

2

10

3

3

2

210

qwqwqwqupwpwpuu

uawawkwkwkkw






          (42) 

где  w . Из первого уравнения системы (42) находим 

                                                 
10

3
3

2
210

3

)('

awa

wkwkwkkw
u




 .                                        (43) 

Дифференцируя уравнение (43) и подставляя результат во второе уравнение системы 

(42), получим некоторое уравнение. Приравнивая коэффициенты этого уравнения к со-

ответствующим коэффициентам уравнения (40), будем иметь систему 

при :'2w                                                        02a ;                                                        (44) 

при :' 3ww                                     036220 00303
2

0  pakaka  .  

Откуда, учитывая  (44), получим 

                                                003
2

3
10 pak  .                                             (45) 

При :' 2ww                               0333220 10013120210  papakakakaa  .  

Отсюда находим 2k : 

                                                         
0

01
112

2

7
310

a

pa
pak  .                                    (46) 

При :'ww                                    032226 201121120
2

1  papakakaaa  .  

Учитывая (46), найдем  1k : 

                                            
2

0

22
2

00
2

11110
1

4

)23(7)2(7

a

apapapaaa
k


 .                      (47) 

При :'w                            03273 21110003021  pakakakaaaa  .  

Отсюда, учитывая (47), получим 

                                 
2

0

22
2

00
2

11110
0

4

)23(7)2(7

a

apapapaaa
k


 .                                (48) 

При :6w                                   0316 030
2

3
3

0  pkaka  ,                                                 (49) 

при :5w                       0933232 0
2

0130031020321
2

0  qapkapkapkakkaa  ,         (50) 

при :4w        13112002101031
2

22
2

0
2

10 3322020 pkapkapkapkakkkaaaa   
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                                 0'3'3963 30031
2

0010230  kaakqaqaapka ,                               (51) 

при :3w  12111001100030213
2

0210
3

1 332214224 pkapkapkapkakkkkaaaaaa   

0''3''2'3'2963 3120131002012
2

01100
2

1231220  kakaakaaakaaqaqaaqapkapka , 

                                                                                                                                                (52) 

при :2w   21011110000120
2

1310
2

202
2

1 3321446 pkapkapkapkakkkaaaaaaa    

       0''3'3''3'396 2110201201023
2

02101
2

1221  kakaaaakakaaqaqaaqapka ,    (53) 

при :w     3102
2

1211200101103203
2

1
2

21 632242 qaaqapkapkapkakkaaaaaaa    

                             0''3'3''''3'3 1100302111120003  kakaaaaaakaaakaa ,                    (54) 

при :0w          0''''22 013110133
2

1201
2

0
2

30321  kaaaakaaqapkakaaaaa  .       (55) 

Подставляя значение 02a  и 3k  из (45) в уравнение (49), получим  

                   01024
2

000
2

0  ppaa      или       0)4)(6( 0000  apap .          

Возможны два случая: 

Случай 1)                                        00 6ap  .                                                        (56) 

Подставляя в уравнения (45)-(48) это значение 0p , соответственно получим 

                    03 ak  ,     112 113 apk  ,      )4(
4

7

2

1

4

3
11

0

1
221 ap

a

a
apk  ,                  (57) 

                                     
2

0

1
2

1
3

12210
30

4

44)2(

a

paaapaa
ak


 .                                       (58) 

Тогда из уравнения (50) найдем 

                                                       110 205 apq  ,                                                  (59) 

из уравнения (51) – 

                                          
0

2

1

2

111
221

2

26825
3

2

3

a

papa
apq


 ,                           (60) 

из уравнения (52) – 

2

0

11211200

2

120101

3

11

2

1

2
4

)'4'162()'16316('46428

a

papppaaapaaaapapa
q


 ,  

(61) 

из уравнения (1.127) – 

 ))'2'164('432()'1616(168[ 11120013
2

010
2

120
2

1
4

11
3

13 papaaapaaaapaaaapaq

             )8/())]'2'484('2'4'2(
3

02213
2

2
2

201102020 apapaapaapaaapa  .           (62) 

Непосредственной подстановкой )3,0(     ,  ,0 iqkp ii  из уравнений (56)-(62) в уравне-

ния (54), (55) убеждаемся, что эти уравнения обращаются в тождества. 

Случай 2)                                     00 4ap  .                                                 (63) 

Подставляя (63) последовательно в соотношения (45)-(48), а затем в (50)-(55), найдем 

                  03 4ak  ,     112 43 apk  ,      )2( 
4

7

2

1

4

3
11

0

1
221 ap

a

a
apk  ,         

 
4

)2(2
2

0

2210
3

11
2

1
30

a

apaaapa
ak


 ,   (64) 
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и                         00 q ,                   
0

2
1

2
111

221

65
2

a

papa
apq


 , 

2
0

11211200
2

1201013
2

0
3

11
2

1
2

4

)'4'82()'838('481614

a

papppaaapaaaapaaapa
q




 ))''42('28(2)'88(44[ 11120013
2

010
2

120
2

1
4

11
3

13 papaaapaaaapaaaapaq  

                  )8/())]'2'484('2'4'2(
3

02213
2

2
2

201102020 apapaapaapaaapa  .      (65) 

Из вышеизложенного следует  

Теорема 4. Система (42) эквивалентна уравнению (40), если выполняется усло-

вие (44) и одна из систем коэффициентных условий:  (56)-(62)  или  (63)-(65).  

 Замечание. Решаемая задача тесно связана с поиском преобразований А. Бэк-

лунда  (Backlund) для уравнения второго порядка (40). 
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