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О СУЩЕСТВОВАНИИ ОБЩИХ ИНТЕГРАЛОВ  

СПЕЦИАЛЬНОЙ ФОРМЫ  

У УРАВНЕНИЯ АБЕЛЯ ПЕРВОГО РОДА 
 

Рассматривается метод построения общего интеграла специальной формы для нелинейного 

дифференциального уравнения второго порядка. Получены два коэффициентных соотношения, при 

выполнении которых рассматриваемое уравнение имеет заданный общий интеграл. Существует 

редукция, позволяющая свести нелинейное уравнение второго порядка к уравнению Абеля первого рода. 

Для этого уравнения также приводятся коэффициентные соотношения, позволяющие построить его 

общий интеграл. Рассмотрены два примера, иллюстрирующие приводимую технику. Указана идея 

обобщения данного метода на дифференциальные уравнения более высоких порядков. 

 

В работе [1] был приведен метод построения нелинейного дифференциального 

уравнения второго порядка, общий интеграл которого имеет специальный вид. 

В данной статье приводится модернизация этого метода и строятся примеры. В первую 

очередь отметим, что полученные результаты используются затем для интегрирования 

уравнения Абеля первого рода [2]. Отыскание коэффициентных соотношений, при 

выполнении которых уравнение Абеля интегрируется в замкнутой форме важно 

не только с теоретической точки зрения, но и с точки зрения многочисленных 

приложений этого уравнения. Некоторые такие приложения приведены в работах [2–5]. 

Сама постановка задачи является классической. Например, в работе [6] приведена 

следующая ее формулировка: «Задавая вид дифференциального уравнения, необходимо 

искать для этого уравнения различные формы общего интеграла и условия 

существования этих форм». 

Рассмотрим следующую функцию 

    )( exp )( )( exp )( )( 2221113 xyxCxyxCx   , (1) 

где   )2,1(  iCi  произвольные постоянные,   )3,2,1(  jj произвольные, отличные 

от нуля, аналитические функции;    , 21   некоторые постоянные. 

Сформулируем следующую задачу: найти дифференциальное уравнение второго 

порядка, общий интеграл которого имеет вид (1). Сведем построенное уравнение 

второго порядка к уравнению Абеля и установим для последнего вид общего 

интеграла. 

Теорема 1. Уравнение  
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и имеют место соотношения 
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Доказательство. Продифференцируем (1) 

    . exp  )''  ( exp  )''  (' 22222111113 yyCyyC    (7) 

Рассмотрим систему уравнений (1), (7), которая, очевидно, является линейной 

относительно неизвестных 1C  и 2C . Решая ее, получим 
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Продифференцируем (7) и подставим соответственно вместо 1C  и 2C  

их значения из (8). После преобразований полученное уравнение примет вид (2), где 

коэффициенты 3210  , , , , BBBBA  определяются согласно формулам  

)')('(' 312131223211  A , 32121210  )(  B ,  

)''()''()''(2 32231

2
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2

221123211  B , (9) 

)'')(''2()'''''')(2(''2 312131122111222121332122  B , 

)''''''()''''''()''''''( 3232131312212133  B . 

Иногда уравнение вида (2) называют (см. напр. [7, c. 255]) уравнением 

геодезических линий. 

Введем в рассмотрение функции 
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Учитывая равенства (10), перепишем соотношения (9) в виде 
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Из второго равенства системы (11) выразим функцию   и подставим в первое 

и третье уравнения этой системы. Полученная система является линейной 

относительно переменных   и  . Решим ее относительно этих переменных 
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Подставим затем функции (12) в четвертое и пятое уравнения системы (11). 

После преобразований получим соответственно соотношения (4) и (5). 

Интеграл (1) можно переписать в виде (3), если воспользоваться первым 

и вторым уравнениями системы (10). Ч.т.д. 
 

Теорема 2. Уравнение Абеля первого рода 
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коэффициенты которого 3210  , , , , BBBBA  удовлетворяют соотношениям (4), (5),  

имеет общий интеграл вида 
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где 
1

2

C

C
C  – произвольная постоянная, переменная y связана с переменной 

x соотношением (3), а функции  ,   определяются по формулам (6). 

Доказательство. Следует из доказательства теоремы 1, а именно: применяя 

к уравнению (2) очевидную замену  

 zy ' , (15) 

получим уравнение (13). 

Дифференцируя затем (3) по x и подставляя 'y  в соотношение (15), получаем 

общее решение (14) в параметрической форме, в котором 2

1

1 CCC


 . 

Пример 1. Рассмотрим уравнение (2), у которого коэффициенты 10 ,, BBA  имеют 

вид 

 )1,2;,,,(,, 10    constxBxBxA . (16) 

Подставим соотношения (16) в равенства (12) и определим функции  и   
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Далее подставляем (16) и (17) в равенства (4) и (5) и получаем уравнения, из которых 

найдем функции 32 , BB  
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Учитывая вид функций  и   (17), запишем общий интеграл уравнения (2) 

с коэффициентами (16), (18) 
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Пример 2. Рассмотрим уравнение (2), у которого коэффициенты 10 ,, BBA  имеют 

вид 

 ),(  ,, 1

2

0 constxBxBxA   . (19) 

Подставим соотношения (19) в равенства (12) и определим функции   и   
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Далее подставляем (19) в равенства (4) и (5) и получаем уравнения, из которых найдем 

функции 32 , BB  
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Учитывая вид функций  и   (20), запишем общий интеграл уравнения (2) 

с коэффициентами (19, (20) в виде 

 
   

1
3

2ln
exp

3

2ln
exp 212

22

121

11 






 








 












x
yC

x
yC . 

Построим несколько интегральных кривых этого семейства. Положим 

1,1,2,1 21  CC . 

И возьмем четыре набора ( 21 , ), соответственно равные наборам  

(1, 2), (1, –2), (–1, 2), (–1, –2). 

Соответствующие интегральные кривые i (i = 1, 2, 3, 4) будут определяться 

соответственно соотношениями 

 1)2( 3/23/2  xexe yy , 1)2( 323/102  yy exxe , 

 1)2( 22  yy eex , 3/23/22 xxee yy   . (22) 

Графики этих кривых приведены на рисунке 1. Отметим существование точек 

неединственности. 
 

 

Рисунок 1 – Интегральные кривые,  

определяемые уравнениями (22) 
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Замечание 1. Известно (например [2 ;4]), что если инвариант Лиувилля 
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равен нулю, то уравнение Абеля  
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разрешимо. 

Коэффициенты уравнений (13) и (23) связаны соотношениями 
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Учитывая это, можно утверждать, что если 
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то уравнение (2) также интегрируется в квадратурах в замкнутом виде. 

Обобщим наши рассуждения на уравнения порядка, выше второго. Приведем 

рассуждения для уравнения третьего порядка. Для этого рассмотрим следующую 

функцию 

 ),,,,,, ()( 3213214 CCCyFx   , (24) 

где  

      yCyCyCF  exp    exp    exp   333222111   , (25) 

и  )3,2,1( iCi произвольные постоянные,   )4,1( jj произвольные аналитические 

функции аргумента x . Найдем )('4 x  и )(''4 x , продифференцировав (24) 

 xF ''4  , xxF ''''4  . (26) 

Система (24)–(26) является линейной относительно неизвестных 321  , , CCC . Решим эту 

систему и подставим найденные значения 321  , , CCC  в уравнение 

 xxxF ''''''4  . 

После выполнения необходимых преобразований, последнее уравнение примет вид 
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где   )6,0(   ),3,0(  ,,,,, 01012 iAiBDDEEE ii  функции от )(xk  )4,3,2,1( k  

и их производных.  

Замечание 2. Уравнение (27) с помощью замены (15) сводится к уравнению 

второго порядка вида 
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Таким образом, после получения условий существования интеграла вида (25) для 

уравнения (27) легко получить условия интегрируемости уравнения (28). 

Замечание 3. Применяя используемый метод, можно получить 

дифференциальные уравнения четвертого и более высокого порядков, для которых 

общий интеграл имеет вид 


