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Передмова

В сучасній теорії аналітичних функцій і її  застосуваннях важливу роль відіграє теорія цілих і мероморфних функцій, основні положення якої використовуються в аналітичній теорії диференціальних рівнянь топології, теорії чисел, теорії потенціала та інших розділах математики. Для цієї теорії характерним є поєднання класичних аналітичних методів дослідження і геометричних методів, пов’язаних з розглядом ріманових поверхонь, що відповідають цілим і мероморфним функціям. Основи сучасної теорії мероморфних функцій закладені фінським математиком Р. Неванлінною і висвітлені в його знаменитій монографії “Однозначеные аналитические функции”. Подальший розвиток теорії цілих і мероморфних функцій викладено у відомих монографіях Б.Я. Левіна “Распределение корней целых функцй”,     У. Хеймана “Мероморфные функции”, А. А. Гольдберга і Й. В. Островського “Распределение значений мероморфных функций”, які разом з монографією     Р. Неванлінни вже стали бібліографічною рідкістю.

Дослідження багатьох проблем теорії цілих та мероморфних функцій і зараз проводиться інтенсивно і широким фронтом. 

Даний посібник покликаний ознайомити студентів-математиків університету з основними положеннями теорії розділу значень мероморфних функцій і її застосуваннями, що могло б спонукати їх до власних математичних досліджень.

Зазначимо, що при написанні посібника  поряд із вказаними вище монографіями використано також змістовний навчальний посібник “Мероморфні функції” львівських математиків Шеремети М.М та  Заболоцького М. В.

Разом із вкладом елементів сучасної теорії розподілу значень мероморфних функцій в посібнику наведені також власні дослідження першого автора, які стосуються розподілу значень еліптичних функцій і які висвітлені в параграфі 12.

Автори вдячні студентам математичного факультету Волинського національного університету імені Лесі Українки Костюк Ю. В, Футрук М. П, Боднар О. В. за якісну підготовку тексту посібника до опублікування.

§ 1. Узагальнена інтегральна формула Коші для круга.

Тут і в подальшому будемо використовувати наступні стандартні для нас позначення 
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 відповідно для кола, відкритого круга та замкнутого круга з центром в точці 
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[image: image4.wmf],0

rr

>

 

.

В багатьох випадках корисним є наступне твердження.

Теорема 1.1 Якщо функція 
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 аналітична в крузі 
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, за виключенням скінченної сукупності точок 
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, для яких справедливі оцінки 
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у перетині деякого проколотого околу точки 
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 Позначимо 
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, де круги 
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 попарно не перетинаються. Тоді згідно з класичною інтегральною формулою Коші 
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де 
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 - орієнтована межа області 
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 включаються в околи, які вказані в теоремі. Нехай 
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. Збіжність інтеграла із (1.2) буде встановлена, якщо покажемо збіжність кожного інтеграла 
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де 
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 - одна із двох кривих , на які точка 
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- інший кінець кривої 
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, то в силу оцінки (1.1)
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оскільки 
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Оскільки останній невласний інтеграл збігається, то збігається і кожен із інтегралів виду (1.4), а разом із ним невласний інтеграл в рівності (1.2).

Доведемо тепер рівність (1.2). Із рівності (1.3) випливає, що при 
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Оскільки невласний інтеграл із (1.2) збігається, то 
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Якщо 
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Із (1.5), внаслідок (1.6), (1.7), одержуємо
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що і завершує доведення теореми.             
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§ 2. Формули Пуассона та Шварца.

Теорема 2.1 Якщо виконуються усі умови попередньої теореми, то при 
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 справедливі рівності
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де 
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 - дійсна стала, 
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 Оскільки 
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Тоді, внаслідок рівності (1.2) і покладаючи 
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, дістаємо 
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Оскільки
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тобто справедлива рівність (2.1).

Записавши 
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, і зрівнюючи в попередній формулі дійсні частини, дістанемо (2.2).

Для функції 
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отримуємо 
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 Отже, функція 
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 аналітична в 
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. Тому згідно з умовами Коші-Рімана 
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тобто справедлива формула (2.3).             
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Зауваження. Зазначимо, що вираз
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де 
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Це ядро володіє властивістю
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як це випливає із рівності (2.1) при 
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Вираз  
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 називається ядром Шварца.

Рівності (2.1), (2.2) називаються формулами Пуассона, а рівність (2.3) – формулою Шварца. Якщо відомо значення функції 
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§ 3. Формули Шварца-Ієнсена, Пуассона-Ієнсена та Ієнсена.

Нагадаємо, що функція 
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 називається мероморфною в області 
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Теорема 3.1. Якщо функція 
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§ 4. Формула Ієнсена та неванліннові характеристики.
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то справедлива наступна формула Ієнсена
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Оскільки в цьому випадку
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Аналогічно показуємо, що 
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Тому рівність (4.2), враховуючи (4.5), (4.6), (4.7) можна записати 

у вигляді (4.4).               
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Звідси випливає наступна нерівність Ієнсена 
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Розглядається також  наступна характеристика мероморфної функції 
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характеризує наближення функції 
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Основною характеристикою мероморфної функції 
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 є функція 
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Її властивості будуть вивчені пізніше.    
Оскільки, як легко показати,    
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Отже, справедлива рівність 
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§ 5. Функція 
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Теорема 5.1. Для довільних комплексних чисел 
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 Оскільки 
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 тобто справедливе (5.2). Аналогічно показуємо, що  
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Внаслідок (5.3), 


[image: image326.wmf](

)

1122212

lnlnlnlnln2

zzzzzzz

++++

£-+£+-+

,

звідки

                                  
[image: image327.wmf]1212

lnlnlnln2

zzzz

+++

-£-+

                                   (5.7)

Оскільки в нерівностях (5.6), (5.7) числа 
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 Застосовуючи формулу Ієнсена (4.4) до функції 
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де 
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Оскільки в силу першого співвідношення із (5.1) справедливе 
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Із нерівності (5.5) випливає, що 
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Зауваження 1. Зазначемо, що рівність (5.8) справедлива і тоді, коли 
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Зауваження 2. Із (5.8) зокрема випливає, що 
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Зауваження 3. Із доведення теореми випливає, що 
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Пізніше буде вказано узагальнення цієї рівності.
§ 6. Теорема Картана та властивості неванліннових характеристик. 
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   При дослідженні властивостей характеристики 
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корисним може бути наступне твердження. 

   Теорема (А.Картана).6.1. Для мероморфної функції 
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 Покажемо спочатку справедливість співвідношень 
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Застосовуючи формулу Ієнсена (4.2) до функції 
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Отже, справедлива рівність (6.2) при 
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Враховуючи ще нерівність 
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  Продовжимо доведення теореми. Припустивши спочатку, що 
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справедливу для всіх 
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при умові, що повторний інтеграл правої частини існує. Ми покажемо існування такого інтеграла (скінченного) і можливість зміни порядку інтегрування в ньому на основі відомої теореми Тонеллі. Для цього достатньо показати існування інтеграла (скінченного)
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   В силу нерівності (6.3)
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Тому повторний інтеграл в (6.5) існує (скінченний). Змінюючи в ньому порядок інтегрування і використовуючи (6.2), із (6.5) дістаємо 
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тобто 
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   Ми дістали (6.1) із 
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    Зауваження 6.1.  При доведенні попередньої теореми ми показали вимірність 
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 то із (6.1) випливає, що такою ж є і функція 
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останнє з яких випливає із нерівностей 
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при використанні тотожності А. Картана.

Із логарифмічної опуклості функції 
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§ 7. Деякі співвідношення між характеристиками Неванлінни.
     Наведемо тут співвідношення, які часто використовуються в подальшому. 

Теорема 7.1. Для довільних мероморфних функцій 
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 Із відомих нерівностей (5.2), (5.3) зразу ж випливає, що 
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  Оскільки величини 
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    Теорема 7.3. Для того, щоб мероморфна функція 
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§8. Максимум модуля і неванліннові характеристики
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Отже, справедлива друга нерівність із (8.1).
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 При доведенні цієї теореми знову використовується формула Пуассона-Ієнсена. 
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§9. Шкала зростання мероморфних функцій.
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Із збіжності цього інтеграла при 
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При цьому, якщо інтеграл (9.1) розбігається при всіх 
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Із попереднього випливає, що функція 
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 має мінімальний тип, якщо вона належить класу збіжності.

Вважають, що функції 
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 мають однакову категорію зростання, якщо 
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Говорять, що функція 
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 має вищу категорію зростання, ніж функція 
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належить класу збіжності, а 
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 належить класу розбіжності.

Справедливі наступні твердження:
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 то функції      
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 і 
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 мають однакову категорію зростання;

б) якщо 
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Означення. Вважають, що мероморфна функція 
[image: image654.wmf]f

має той же порядок, тип, величину типу, клас збіжності, категорію зростання, що і її характеристика 
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Справедливе твердження: ціла функція 
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 має ту саму категорію зростання, що і 
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 Доведення твердження ґрунтується на нерівностях
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Часто використовується наступне твердження.

Теорема 9.1. Якщо 
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-мероморфні функції і категорія зростання 
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, причому співпадає із категорією зростання 
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Означення Нехай 
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-трансцендентна мероморфна функція. Значення 
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 називається пікаровим винятковим значенням функції 
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Очевидно, коли 
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Зрозуміло, що кожне пікарове виняткове значення мероморфної функції 
[image: image684.wmf]f

 є і борелевим винятковим значенням. Обернене твердження, взагалі кажучи, не є справедливим.

Приклад. Очевидно, для функції 
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 Порядок функції 
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 є борелевим винятковим значенням для 
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. Однак 
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 не є пікаровим винятковим значенням для 
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§10. Друга основна теорема розподілу значень мероморфних

функцій та наслідки з неї.

Сформулюємо тут другу основну теорему Р. Неванлінни, яка є найбільш глибоким і важливим результатом теорії розподілу значень мероморфних функцій і яка містить як прості наслідки класичні теореми Пікара і Бореля, що стосуються виняткових значень мероморфних функцій. Доведення цієї теореми ґрунтується на деяких допоміжних результатах, що мають і самостійне застосування. Одним із них є наступне твердження.

Теорема 10.1. (лема про логарифмічну похідну) 

Для довільної мероморфної функції 
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 справедливе
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Позначимо через 
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 Усереднені характеристики 
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 будуються з допомогою 
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Кожній 
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-точці, 
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 кратності 
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 мероморфної функції 
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 відповідає нуль кратності 
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 де в лівій частині знаходиться скінченна сума додатних доданків.

Оскільки кожному полюсу кратності 
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 мероморфної функції 
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 відповідає полюс кратності 
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для відповідної усередненої характеристики функції 
[image: image731.wmf]f

 дістанемо рівність 
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Теорема 10.2. (друга основна теорема неванліннової теорії розподілу значень).

Для мероморфної функції 
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[image: image738.wmf]<

 При доведенні використовується лема про логарифмічну похідну.  
[image: image739.wmf]>


На основі попередньої теореми і її доведення встановлюються наступні твердження.

1. Для мероморфної функції 
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 і різних комплексних чисел 
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Зокрема, для 
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2. Трансцендентна мероморфна функція 
[image: image745.wmf]f

 не може мати більше двох борелевих виняткових значень і, отже, більше двох пікарових виняткових значень.

3. Для мероморфної функції 
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§11. Виняткові та індексні значення мероморфної функції.

Як випливає із першої основної теореми неванліннової теорії, при кожному 
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 домінуючим доданком є 
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Для мероморфної  функції 
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 введемо позначення 
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Означення. Величина 
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 називається дефектом (неванлінновим дефектом) функції 
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 в точці 
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Означення. Якщо 
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[image: image773.wmf].

f


Позначимо через 
[image: image774.wmf](),(),(),()

PBNV

EfEfEfEf

 множини виняткових значень мероморфної  функції 
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 в розумінні відповідно Пікара, Бореля, Неванлінни, Валірони.

Нехай 
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-трансцендентна мероморфна функція. Як вже відмічалося, 
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Можна показати, що 
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 Зазначимо, що в загальному випадку не можна вказати конкретних залежностей між множинами 
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Раніше вже відмічалося, що для трансцендентних мероморфних функцій множини 
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 складаються із не більш ніж двох точок. Уточнює цей висновок наступне твердження: трансцендентна мероморфна функція нецілого або нульового порядку може мати не більше одного борелевого і, отже, пікарового виняткового значень.

Теорема 11.1. Для кожної мороморфної функції 
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Зауваження. На конкретних прикладах можна переконатися в тому, що множина 
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-мероморфна функція, може мати потужність континуума. 

Означення. Величина 
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називається індексом (індексом розгалуження) мероморфної функції 
[image: image795.wmf]f

 в точці 
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 Якщо 
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 називається індексним значенням цієї функції.

На основі другої основної теореми неванліннової теорії можна показати нерівність
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справедливу для мероморфної функції 
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 яка називається співвідношенням дефектів і яка є одним із основних фактів теорії Р. Неванлінни.

Оскільки для пікарового виняткового значення 
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 то із попередньої нерівності знову випливає теорема Пікара: множина 
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Справедливе також твердження: для довільної мероморфної  функції 
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 множина 
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 не більш ніж зчисленна.

Використовуючи другу основну теорему розподілу значень, можна також довести наступне твердження.

Теорема 11.2. Якщо 
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 причому сукупності 
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 функцій 
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 співпадають, то і функції 
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§12.   Розподіл значень еліптичної функції
       Дослідимо тут питання про неванліннові характеристики довільної еліптичної функції 
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 тобто мероморфної і подвійно періодичної в 
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 функції. Знайдемо також дефектні значення цієї функції. 
       Відомо, що при фіксованому 
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 сума порядків усіх 
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точок еліптичної функції 
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 які належать кожному паралелограму періодів її така ж сама як і сума порядків усіх полюсів, що належать цьому паралелограму. Виходячи із цього, неважко показати, що для еліптичної функції 
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 площа основного паралелограма періодів цієї функції, 
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 і 
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сума порядків усіх полюсів 
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 які належать цьому паралелограму. За означенням легко знаходимо 
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       Звідси згідно із тотожністю А.Картана дістаємо 
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Отже, при 
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тобто справедливе наступне твердження. 

   Теорема. Для довільної еліптичної функції 
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 жодне значення 
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 не є винятковим у розумінні Неванлінни. 
       Із  рівностей (1), (2) випливає також, що 
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тобто жодне значення 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image845.wmf],
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 не є винятковим для еліптичної функції 
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 і в розумінні Валірона. 

        Зрозуміло, що жодне значення 
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 не є винятковим для вказаної функції 
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 і в розумінні Пікара та Бореля. 

        Зауваження 1. Із рівностей (1), (2), внаслідок першої основної теореми Неванлінни, дістаємо 
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для еліптичної функції 
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 Окрім того 
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тобто еліптична функція 
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 є мероморфна функція другого порядку. 

         Зауваження 2.  Зазначимо, що сформульована тут теорема узагальнює відоме твердження О.І. Маркушевича, що стосується розподілу значень відомої
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